
序 文

制御工学の発展は，古典制御の時代 (1930-50)と現代制御の時代 (1960-80)を

経て，いまやポスト現代制御時代 (1990-)に突入している．ロバスト制御理論

に代表されるポスト現代制御は，周波数域の古典制御と時間域の現代制御を見

事に融合させ，より実用的でかつ普遍的な理論体系を作り上げている．現在の

制御工学はもはや周波数応答，モデル不確かさと状態空間を抜きには語れない．

本書はこのような新しい時代に相応しい現代制御の教科書を目指している．

新しい試みとして，制御性能を基軸に据え，システムの内部構造が性能に如何

に影響を及ぼすか，性能を達成できる条件が何であるか，どこまで性能を実現

し得るかを解明することに重点を置く．具体的な制御系設計法についてあえて

深く触れないようにしている．設計理論はポスト現代制御でより高い次元で構

築されており，他の成書を使って勉強されたい．

本書の特徴　従来の教科書に比べ，本書は以下の特徴をもつ．

1. まず，題材の選択についてシステム解析に重点を置いた．設計に関して

は安定化だけを扱い，LQ最適制御やサーボ系など時間域における設計

法を省いた．その代わりに，ポスト現代制御成果の一部であるシステム

性能解析，安定化制御器のパラメータ化，そしてフィードバック制御の

性能限界に関する内容を取り入れた．さらに，将来への視野を広げるた

めに非線形制御の入門的な内容も導入した．

2. 内容の説明に関しては，読者が取っ付きやすいように簡単な例から新し

い概念を導入するように努めた．分かりやすい例題もたくさん設けた．し

かし理論体系の美しさと厳密さを犠牲することなく，すべての結果対し

て著者が知る限りの最も分かりやすい証明を与えている．

3. 行き過ぎ量・逆振れが生じる条件，感度関数を中心とした性能限界の解

析を丁寧に記述した．

4. 性能を保証できる制御系の設計方法を紹介していないが，それが解析的

に行えることを6章で例題と練習問題を使って示している．

5. 非線形システムの基本的な概念と厳密線形化による制御法を含めた．

各章の内容　1章は物理法則に基づく動的システムのモデル化を述べている．2

章はシステムの構造的性質，とりわけ可制御性・可観測性，極・零点を説明す

る．3章は安定性の概念と安定条件を解説している．4章は過渡応答と定常応答
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の両面からシステムの性能およびその条件を述べている．5章は状態フィード

バックとオブザーバによる安定化手法，6章は安定化制御器のすべてを公式化す

ることならびにその応用を説明している．7章はフィードバック制御の性能限界

を解析している．さらに，非線形制御入門として8章で非線形システムの基礎

的な概念を説明し，9章で厳密な線形化による制御手法を紹介している．また，

線形代数の知識は付録Aにまとめた．

本書は，学部３年次もしくは修士課程１年次の講義，および制御技術者の参

考書としての使用を想定している．本書を講義に使う場合，次の表に示すよう

なカリキュラムを勧める．なお，付録Aの線形代数は自習用に用意したもので

あり，読者には是非一読を勧めたい．特に，不変部分空間の概念はシステムの

構造解析を理解するために欠かせないものであり，勉強しておくべきである．

推奨カリキュラム

学部 1－6章，付録の一部

大学院 4－7章，(余裕がある場合)8－9章

本書は2001年から本格的に書き始め，骨格を固めたのは 2003年ごろであっ

た．それ以来，大学の講義と研究室セミナーで使用し，そのフィードバックに基

づいて数回全面的に書き直し結果，いまの形となった．本書の執筆に際し，著

者が米国Louisiana州立大学で講義した経験，友人のKemin Zhou，Guoxiang

Gu両教授との討論および彼らの講義ノートが非常に参考になった．また，慶應

義塾大学の佐野昭先生と信州大学の千田有一先生から貴重なコメントを多数頂

いた．ここに感謝の意を表する．

万全を期しているが，思わぬ誤りがあるかもしれないので，読者諸兄からの

ご指摘を歓迎する．誤りの訂正は下記ウェブサイトで公開する予定である．ま

た，Latexで書かれた講義用スライドおよび詳細な練習問題解答も用意してあ

る．本書を教科書に使う先生方でこれらを参考されたい場合は下記連絡先へご

連絡ください．

本書のウェブサイト：http://foo.tm.chiba-u.jp/˜kzliu

著者への連絡先：kzliu@faculty.chiba-u.jp

本書は第一著者の師である故東京工業大学美多勉先生の勧めで始めたプロジェ

クトである．先生に本書の上梓を報告できず，残念でならない．
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1
線形システムの表現

本章では，線形システムの数学表現，すなわちモデル (model)について考え

る．ここでは，まずモデルとは何かを説明してから，物理モデルの立て方を述

べる．さらに，制御工学で用いるモデルの二つの表現方法，つまり伝達関数と

状態方程式について詳しく説明する．

以下では，記号 ẋ(t)，̈x(t)で時間に関する１階導関数dx/dt，２階導関数d2x/dt2

を表すことにする．また，時間関数x(t)のLaplace変換L[x(t)]を x̂(s)で表す

ことにする．

1.1 システムとモデル

因果関係をもつ物事はすべてシステム (system)と呼ぶことができる．例えば，

銀行の預貯金の機構は一つのシステムであり，銀行そのものも一つのシステム

である．また，自動車も，自動車の製造工場もすべてシステムである．これら

がすべて機能，すなわち因果関係をもつ．例えば，銀行に預金をすると，一定

の期間が経てば利息がもらえる．また，自動車工場に部品や原材料を運び込め

ば車が作れる．このような関係は因果関係 (causality)という．銀行預貯金シス

テムの場合，預ける金は入力といい，利息は出力という．同じように，自動車

工場の場合，部品と原材料は入力で，出来上がった自動車は出力である．

利息は預金したそのときにもらえるものではなく，一定の期間が経ってはじ

めてもらえるものである．つまり，出力は入力が印加されたその瞬間に反応す

るのではなく，時間の経過に伴って応答するのである．このようなシステムは

動的システム (dynamic system)という．同様に，自動車はアクセルを踏めばす

ぐさま60キロの時速になるのではなく，加速のプロセスを経てそうなるのであ

る．一般に，動的システムの入出力間の関係は微分方程式か差分方程式によっ
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て表される．

これに対して，出力が入力の係数倍，つまり瞬時に入力に応答する場合は静

的システム (static system)と呼ぶ．例えば，抵抗Rに電圧uをかけると電流

i = u/Rが流れるので，一つの静的システムとなる．ただし，物理系を動的シ

ステムと見なすか，静的システムと見なすかは考える入出力による．質量Mに

ついて加える力fを入力，加速度aを出力と考える場合，a = f/Mなので静的

システムになる．しかし，出力を速度 vあるいは変位xとする場合入出力関係

は v̇ = f/M, ẍ = f/Mに変わり，動的システムとなる．

本書で説明する制御工学では，物理システムだけを扱う．

制御の目的は，対象物 (システム)の物理量をわれわれが望むように動かすこ

とである．制御工学で扱う物理系はほとんど動的なものであり，運動特性をも

つ．制御しようとする物理系は制御対象 (もしくはプラント，plant)と呼ばれる．

制御対象の性質を解析するには，実験でその振る舞いを調べるか，物理法則を

用いて解析的に調べるかの二通りの方法がある．しかし，システムの性能を改

善するためにどのような制御系を設計したらよいかを考えるとき，何らかの数

学モデルを用いなければならない．制御の本質はシステムの未来の振る舞いを

予測し，これを改善すべく制御動作を加えることにある．静的システムの場合，

出力が入力の係数倍なので，所望の出力から必要な入力を逆算すれば十分であ

る．これに対して動的システムの場合，現在の出力は現在までのすべての入力

とシステムの初期値に依存するため，現在を見るだけではだめなのである．こ

ういう依存関係は微分方程式や差分方程式で記述でき (運動方程式という)，こ

れはシステムの物理モデルとなる．

まとめると，制御系を解析・設計するためには，制御対象の動特性を数式モ

デルで表現する必要がある．モデルを作ることはモデル化 (modelling)と呼ば

れる．
まず，次の例を見てみよう．

例1.1 自動車の車速を一定値に保つ状況を考えよう．これは一般にクルーズ制御

と呼ばれ，多くの自動車にこのような制御装置が実装されている．ここでは，簡単の

ためにエンジンの動特性を省略し，駆動力を直接操作できると仮定する．

v(t)を車速，Mを自動車の質量，Dを路面の粘性摩擦係数とし，駆動力をf(t)とす

ると，Newtonの第２の法則によれば方程式

Mv̇(t) + Dv(t) = f(t) (1.1)

が成立する．これは車速に関する運動方程式であり，車速制御のモデルである． 2
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また，本例においてvは制御したい物理量で出力 (output)といい，駆動力f

は出力vを動かすためのもので入力 (input)という．さらに，入力を作る機構は

制御器 (controller)という．

1.2 物 理 モ デ ル

制御工学における制御対象は機械系や電気系などの物理系である．その物理

量の時間的変化 (応答という)は物理法則によって支配される．多くの場合，物

理法則は微分方程式で記述される．例えば，質量Mの変位xと質量に加わる力

fの関係はNewtonの第２の法則f = Mẍで与えられる．このような微分方程

式は物理モデル (physical model)，あるいは運動方程式 (motion equation)と

呼ばれる．

物理法則に基づいて物理モデルを求める場合，基本的には各要素に関する物

理法則とNewtonやKirchhoffの法則を利用する．以下，機械，電気系別にそれ

ぞれの方法について説明する．

1.2.1 機 械 系

機械系の場合，並進運動 (translational motion)ではマス (質点)，バネおよ

びダンパ (粘性摩擦)の三つの基本要素がある (図1.1)．各要素の物理法則は次

のようになる．ただし，x(t)は変位，f(t)は外部から加わる力を表す．

マスM： f(t) = Mẍ(t)

バネK： f(t) = Kx(t)

ダンパD： f(t) = Dẋ(t)

これらの間の関係を支配する基本法則はNewtonの法則である．また，これら

を組み合わせた機械系の運動方程式を立てる手順としては，まずマスを仮想的

に切り離してそれに働く力を図で解析する．この解析に際し，速度と加速度が

変位と同じ方向にあるベクトルであることに注意する．次にNewtonの法則を

マスに適用すれば運動方程式が得られる．

そして，回転運動 (rotational motion)では慣性モーメント，ねじれバネとダ

ンパの三つの基本要素がある．θ(t)を回転角，τを外部から加わるトルクとす

ると，これらに関する物理法則は以下のようになる．

慣性モーメントJ： τ(t) = Jθ̈(t)
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x

f

Kx

f

M x

f

D

図1.1 機械系の基本要素

ねじれバネK： τ(t) = Kθ(t)

ダンパD： τ(t) = Dθ̇(t)

例として，図1.2に示す１自由度振動系の運動を考えよう．

例1.2 図1.2において，マスの質量をM , バネ定数をK, 外力をf(t)，マスの変位

をyとする．図示のように下向きを正の方向とする．このとき，マスMに働く力は図

1.2の右図に示す通りとなり，力の総和はf + Mg − Kyとなる．よって

Mÿ(t) = f(t) + Mg − Ky(t)

が成り立つ．変位に関する項を左辺にまとめて整理すると，運動方程式

ÿ(t) +
K

M
y(t) =

1

M
f(t) + g (1.2)

を得る．この式は変位y(t)に関する２階微分方程式である．

ただし，上述の運動方程式には定数項である重力を含み，扱うには不便である．そ

こで，この定数項を運動方程式からなくすことを考える．ここで，外力f = 0で，重

力とバネの反発力がつり合って質量が止まった状態を考える．このときの変位をy0と

するとMg = Ky0が成立する．次に，重力とのつり合い状態からの変位∆y = y − y0

に関する運動方程式を考える．y0が定数であることを考慮すれば，∆ÿ = ÿが成り立

つ．ゆえに，上の微分方程式から

∆ÿ(t) +
K

M
∆y(t) =

1

M
f(t) (1.3)

が得られる．すなわち，重力とのつり合い状態からの変位∆yを考えれば，重力を運

動方程式から排除することができる．

y
f

M

K

f

Ky

Mg

M

図1.2 １自由度振動系

2

次に，より複雑な例を挙げよう．

【例題1.1】 図1.3に示す自動車サスペンション制御のための1/4モデル (四つの車輪

の内の一つに関するモデル)を求めよ．図中では，M1はシャシーの質量，M2は車体

の質量，KsとDはサスペンションのバネ定数と粘性摩擦定数，Kwは車輪のバネ定
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数である．y(t)は車体の変位，x(t)はシャシーの変位を表す．ただし，各変位は自由

状態からではなく，重力とのつり合い状態からのものとする．また，r(t)は路面から

車輪軸までの距離を表す．路面に段差があると，タイヤの変形によりr(t)が変化する．

サスペンションの目的から制御したい出力を車体の変位 yとし，また外乱入力は rで

ある．

解答 まず，運動方程式を立てるためにM1とM2に加わる力を図で解析する．ここ

で上向きを正とする．この力解析の際，作用と反作用の法則からM1，M2間のバネと

ダンパが両者に加える力は大きさが同じで，方向が逆であることに注意する．例えば，

Ksの正の方向への相対変位 (つまり伸び)はy − xなので，M2に働く力はKs(y − x)

で，下向きである†．一方，M1に働く力は同じ大きさで，上向きである．

M1とM2に加わる力は図1.4に示す通りである．この図より，運動方程式

M1ẍ = D(ẏ − ẋ) + Ks(y − x) − Kw(x − r) (1.4)

M2ÿ = −D(ẏ − ẋ) − Ks(y − x) (1.5)

を得る．

Ks

Kw

M1

M2

D

y

x

r

図1.3 自動車の1/4モデル

yx

Kw(x − r) Ks(y − x)D(ẏ − ẋ)

Ks(y − x)D(ẏ − ẋ)

M2M1

図1.4 力の解析

♦

1.2.2 電 気 系

電気系の場合，抵抗R，コンデンサCとコイルLの三つの基本要素がある (図

1.5)．各要素を流れる電流 i(t)と両端の電圧v(t)の間の関係は次のようになる．

抵抗R： v(t) = Ri(t)

コンデンサC： i(t) = Cv̇(t)

コイルL： v(t) = L
di(t)
dt

これらの間の関係を支配するのはKirchhoffの電流則と電圧則である．
† y − x < 0のとき，Ks(y − x) < 0となるから方向は図と逆で上向きになる．つ

まり，バネの力の符号で実際の力の方向が判明できるので，y − x > 0の場合

について考えるだけでよいのである．
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i

Cv

i

R

i

Lvv

図1.5 電気系の基本要素

例1.3 図1.6に示す並列LCR回路の運動方程式を求める．電流源の電流を i(t)，出

力電圧をv(t)，抵抗，コンデンサとコイルを流れる電流をそれぞれ iR，iC，iLとす

ると，

iR(t) =
1

R
v(t), iC(t) = Cv̇(t), iL(t) = iL(0) +

1

L

∫ t

0

v(τ)dτ

が成り立つ．次に，iL(0) = 0と仮定してKirchhoffの電流則を用いると，

i(t) = iR(t) + iC(t) + iL(t)

=
1

R
v(t) + Cv̇(t) +

1

L

∫ t

0

v(τ)dτ

が得られる．本式から初期電圧v(0) = Ri(0)が求まる．さらに，上式の両辺を微分し

て整理すると，最終的に次の２階微分方程式を得る．

v̈(t) +
1

RC
v̇(t) +

1

LC
v(t) =

1

C

di(t)

dt
(1.6)

−

+

v

iR iL

CR L

iC

i ↑

図1.6 並列LCR回路

2

1.2.3 メカトロ系

メカトロ (電子機械)系の場合，電子的な駆動部 (アクチュエータ)と機械的な

機能部から構成される．多くの制御対象はこの範疇に属する．その典型はモータ

と負荷からなるシステムである．このようなシステムのモデルを作るとき，ア

クチュエータ (例えばモータ)の特性も知る必要がある．

例1.4 図1.7の無負荷DCサーボモータを考える．ただし，モータコイルのインダ

クタンスは十分小さいとし，無視する．

ここで抵抗をR，モータ軸の慣性モーメントをJ，粘性摩擦係数をDとする．また，

入力電圧をu，モータの逆起電力をvc，回路を流れる電流を i，モータの回転角速度を

ω，モータトルクを τとする．電気的にはモータ回転の反作用として駆動回路は逆起

電力

vc(t) = Kω(t) (1.7)

を受けるので，
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i(t) =
u(t) − vc(t)

R
(1.8)

の関係が成り立つ．ただし，Kはモータ定数である．また機械的にはモータが回転軸

に加えるトルクは

τ(t) = Ki(t) (1.9)

であり，トルクのつり合い関係

τ(t) = Jω̇ + Dω(t) (1.10)

が成り立つ．式 (1.7)を式 (1.8)に代入すると

i(t) =
1

R
u(t) − K

R
ω(t)

となる．さらに，本式と式 (1.9)を式 (1.10)に代入することによって入力uと出力ωに

関する１階微分方程式

ω̇(t) +
K2 + RD

JR
ω(t) =

K

JR
u(t) (1.11)

が導かれる．

J D
R

vcu

τ

ω

図1.7 直流サーボモータ

2

明らかに，制御対象が変われば運動方程式も変わる．特に，高次の微分方程

式や多変数の微分方程式になると，数式はきわめて繁雑になり不便である．し

たがって，一般性をもつ制御理論を構築するにはもっと簡潔な表現が必要であ

る．制御理論でよく使われるモデル表現は伝達関数 (行列)と状態方程式の二種

類である．以下の節ではこれらについてそれぞれ説明し，両者の関係も明らか

にする．

1.3 伝達関数表現

これ以降，信号x(t)のLaplace変換を x̂(s)で表すことにする．例1.1のクル

ーズ制御において駆動力と車速間の関係だけに注目したいとき，初期速度を

v(0) = 0とおいて考えることができる．この場合，Laplace変換の微分公式を

利用して微分方程式

Mv̇(t) + Dv(t) = f(t)

の両辺を変換すると，

(Ms + D)v̂(s) = f̂(s)
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を得る．ただし，v̂(s), f̂(s)はv(t), f(t)のLaplace変換である．その比

G(s) =
v̂(s)

f̂(s)
=

1
Ms + D

(1.12)

が伝達関数と定義される．すなわち，常微分方程式で表された入出力間の関係

がLaplace変換により代数関係に簡略される．当然ながら，微分方程式を扱う

よりも代数演算の方がはるかに容易である．これは伝達関数を用いる最大の利

点である．明らかに，伝達関数は入出力に依存せず，システム自身の性質で決

まる．このことは線形システムの特徴である．

一般的には，線形システムの入力をu(t)，出力をy(t)とし，対応するLaplace

変換をそれぞれ û(s)，ŷ(s)すると，その伝達関数 (transfer function)は

G(s) =
ŷ(s)
û(s)

(1.13)

で与えられる．また，多入出力系の場合，伝達行列 (transfer matrix)は

ŷ(s) = G(s)û(s) (1.14)

を満たす関数行列G(s)で定義される．

伝達関数 (行列)の定義から分かるように，伝達関数は入力と出力の関係だけ

を表しており，システム内部状態の初期値と出力の関係は表現していない．し

たがって，伝達関数表現では陰に初期状態を零と仮定している．このことに注

意されたい．

もう一つの例を挙げる．

【例題1.2】 例1.4のDCモータと例1.3のLCR回路の伝達関数を求めよ．

解答 DCモータの運動方程式は

ω̇(t) +
K2 + RD

JR
ω(t) =

K

JR
u(t)

で与えられる．零初期値の条件の下で上式の両辺をLaplace変換し整理すると，電圧

入力から角速度出力までの伝達関数

P1(s) =
ω̂(s)

û(s)
=

K/JR

s + (K2 + RD)/JR
(1.15)

を得る．また，LCR回路に関する微分方程式は

v̈(t) +
1

RC
v̇(t) +

1

LC
v(t) =

1

C

di(t)

dt
であるが，両辺についてLaplace変換を行うと伝達関数

P2(s) =
v̂(s)

î(s)
=

s/C

s2 + s/RC + 1/LC
(1.16)

が求まる． ♦
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システムに時間遅れ (time delay)要素を含まない場合，伝達関数は変数 sに

関する有理関数となる．また，多入出力系のとき有理関数行列となる．このよ

うなシステムは有限次元システムと呼ばれる．しかし，伝達関数表現の強みは

時間遅れ要素などの無限次元システムも表現できることにある．

例1.5 熱交換機，バルブ機械や化学プラントなどでは熱やエネルギーの伝達は流

体 (空気，液体)を通して行うので，入力を印加してから出力が反応するまでに時間が

かかり，時間の遅れが生じる．

例えば，図1.8のパイプの左端から温度Tの空気 (入力u(t))を入れて，時間 τが経っ

てから右端の空気 (出力y(t))も同じ温度になったとする．この熱交換のプロセスを精

密に描写することは極めて困難であるが，制御の立場では入力と出力の間の関係が分

ればよいので，このプロセスを理想化したむだ時間 (time delay)要素，すなわち

y(t) = u(t − τ), ∀ t >= τ (1.17)

で記述することができる．両辺をLaplace変換すると，むだ時間要素の伝達関数は

G(s) =
ŷ(s)

û(s)
= e−τs (1.18)

となることが分かる．明らかに，この伝達関数はsの有理関数ではない． 2

u(t) y(t)

図1.8 熱空気の伝達

1.3.1 伝達関数の次数，プロパー性と次数差

有理関数の伝達関数で表されるシステムは有限次元システム (finite dimen-

sional system)と呼ばれ，その分母多項式の次数は伝達関数の次数 (degree)と

いう．そうでないシステムは無限次元システム (infinite dimensional system)

と呼ばれる．例えば，むだ時間要素について，eτsのTaylor変換を使うと

e−τs =
1

eτs
=

1
1 + τs + (τs)2/2! + · · · + (τs)n/n! + · · ·

と書け，無限次元系であることが分かる．本書では，有限次元システムだけを

扱う．

また，有理伝達関数で分母多項式の次数が分子多項式以上であるとき，プロ

パー (proper)であるという．さらに，分母多項式の次数が分子多項式の次数よ

り高いとき，厳密にプロパー (strictly proper)であるという．例えば，以下の

伝達関数はプロパーである．

G1(s) =
ω2

n

s2 + 2ζωns + ω2
n

, G2(s) =
2s2 + 1

s2 + 3s + 5
(1.19)
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特に，G1(s)は厳密にプロパーである．一方，
s2 + 2s + 1

s + 10
= s − 8 +

81
s + 10

(1.20)

のような伝達関数はプロパーでない．プロパーでない伝達関数は，分子多項式

の次数が分母よりも高いがゆえに，純粋な微分動作を有する(上式右辺のsの項

は微分器である)．物理的には，信号の微分はその未来値に依存するので，プロ

パーでない伝達関数ではその出力が入力の未来値に依存することになる．この

ようなシステムは，因果性をもつ物理世界では存在しえない．したがって，制

御対象が常にプロパーであるだけでなく，制御器もプロパーなものに限定しな

ければならない．これはシステム設計における制約条件の一つである．

さらに，伝達関数分母多項式と分子多項式の次数の差は伝達関数の次数差

(relative degree，相対次数ともいう)と呼ばれる．したがって，次数差が負で

ある伝達関数はプロパーではない．一方，次数差が零または正の伝達関数はプ

ロパーとなる．次数差は入力が出力に伝達されるまでの信号遅れ要因の一つで

あり，応答性に大きな影響を与える．

1.3.2 伝達関数の極と零点

すでに述べたように，１入出力の有限次元システムは有理関数の伝達関数で

記述できる．したがって，その伝達関数は

G(s) =
n(s)
d(s)

=
bm+1s

m + bmsm−1 + · · · + b2s + b1

sn + ansn−1 + · · · + a2s + a1
(1.21)

のように分母多項式d(s)と分子多項式n(s)の比で書ける．なお，snの係数が

１でないとき，その係数で分母分子を割ると，常に１とおける．

分母多項式d(s)の根pi (i = 1, . . . , n)は伝達関数G(s)の極 (pole)といい，

d(pi) = 0 ⇒ G(pi) = ∞ (1.22)

を満たす．一方，分子多項式n(s)の根zj (j = 1, . . . ,m)は伝達関数G(s)の零

点 (zero)といい，

n(zj) = 0 ⇒ G(zj) = 0 (1.23)

を満たす．極と零点はシステムに関する非常に重要な概念である．これらはシ

ステムの応答を特徴づけている．これに関しては，後に詳述する．

例1.6 伝達関数

G(s) =
5s + 3

s2 + 2s + 5
=

5(s + 0.6)

(s + 1)2 + 4
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の分子多項式の根は−0.6で，分母多項式の根は−1± j2である．よって，この伝達関

数の零点はz = −0.6，極はp1 = −1 − j2, p2 = −1 + j2となる． 2

1.4 状態空間表現

1.4.1 システムの状態と状態方程式

例1.7 例1.2の１自由度振動系の運動方程式は

ÿ(t) +
K

M
y(t) =

1

M
f(t) (1.24)

で与えられ，重力とのつり合い位置からの変位y(t)に関する２階微分方程式である．

ここで，この２階微分方程式を１階微分方程式に等価変換することを考える．このた

めに，中間変数 ẏ(t)(速度)を導入する．記号を分かりやすくするため，x1 = y，x2 = ẏ

とおく．すると，まずx2 = ẏ = ẋ1より

ẋ1(t) = x2(t)

の関係が成立する．次に，ẋ2 = ÿおよび運動方程式から

ẋ2(t) = − K

M
x1(t) +

1

M
f(t)

が得られる．この二つの式は共に１階の微分方程式である．導入された新しい変数

x1, x2はシステムの状態 (state)という．さらに，これらの状態をベクトルにまとめて

x(t) =

[
x1(t)

x2(t)

]
と書くと，上述の二つの連立１階微分方程式は

ẋ(t) =

[
0 1

− K
M

0

]
x(t) +

[
0
1
M

]
f(t) (1.25)

のようにベクトルに関する１階微分方程式と書ける．このような式は状態方程式 (state

equation)といい，x(t)は状態ベクトル (state vector)という． 2

この例から分かるように，高階微分方程式の代わりにいくつかの１階連立微

分方程式で運動モデルを表すことができる．ただし，その代償として微分方程

式の数を増やさなければならない．しかし，連立するいくつかの１階微分方程

式は常に一つのベクトル形式の１階微分方程式にまとめることができるので，

行列論の知識を駆使すれば一つのスカラー形式の１階微分方程式のように扱う

ことが可能である．

一般に，状態ベクトルx(t) ∈ Rn，入力u(t) ∈ Rm，出力y(t) ∈ Rpの有限

次元線形系は

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.26)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (1.27)
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で表せる．ただし，(A，B，C，D)は適切な次元をもつ係数行列である．式 (1.26)

は状態方程式 (state equation)，式 (1.27)は出力方程式 (output equation)と呼

ばれる．また，状態の数nをシステムの次元 (dimension)と呼ぶ．

さらに，この状態方程式は ẋ

y

 =

 A B

C D

  x

u

 (1.28)

のようにより簡潔な表現にまとめることもできる．

どんなに複雑な有限次元線形システムでも，適切に状態ベクトルを選べば，式

(1.26)で表現できるので，式 (1.26)だけを研究すればよいことになる．これは

状態方程式表現の大きな魅力である．

なお，状態方程式の係数行列が定数ではなく，時間の関数である場合，すな

わち，状態方程式が

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (1.29)

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) (1.30)

であるとき，システムは時変 (time-varying)であるという．他方，式 (1.26)，

(1.27)のように係数行列が定数行列である場合，システムは時不変 (time-invariant)

であるという．本書では，時不変系について述べる．

1.4.2 状態の選び方

状態方程式を立てるとき，まず状態を適切に選ぶ必要がある．状態とは，シ

ステムの運動特性を１階の連立微分方程式で表すのに必要最小限の変数である．

一般に物理法則に基づいて状態方程式を立てるとき，機械系の場合は各質量の

変位と速度 (回転系の場合は角度と角速度)，そして電気系の場合はコンデンサ

の電圧とコイルの電流を状態として選ぶ．後で示すように，状態の選択は唯一

ではなく，無数にある．これらはすべて状態変換によって結ばれ，入出力伝達

関係が等しい意味で等価である．

【例題1.3】 例題1.1のサスペンション系の状態方程式を求めよ．ただし，状態ベク

トルを次のように選ぶ．

z = [z1 z2 z3 z4]
T = [x ẋ y ẏ]T

解答 まず，ż1 = z2, ż3 = z4と ż2 = ẍ, ż4 = ÿが成り立つ．そして，運動方程式

より

ż2 = −Ks + Kw

M1
x − D

M1
ẋ +

Ks

M1
y +

D

M1
ẏ +

Kw

M1
r
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= −Ks + Kw

M1
z1 −

D

M1
z2 +

Ks

M1
z3 +

D

M1
z4 +

Kw

M1
r

ż4 =
Ks

M2
x +

D

M2
ẋ − Ks

M2
y − D

M2
ẏ

=
Ks

M2
z1 +

D

M2
z2 −

Ks

M2
z3 −

D

M2
z4

を得る．最後に，これらを一つのベクトル方程式にまとめると，状態方程式

ż =


0 1 0 0

−Ks+Kw
M1

− D
M1

Ks
M1

D
M1

0 0 0 1
Ks
M2

D
M2

− Ks
M2

− D
M2

 z +


0

Kw
M1

0

0

 r (1.31)

が得られる．また，出力である車体の変位y(t)は

y = [0 0 1 0]z (1.32)

と書ける． ♦

1.5 伝達関数と状態方程式の関係

すでに述べたように，伝達関数は入出力関係しか表しておらず，初期状態に

よる応答を表現できない．したがって，伝達関数をいうときには暗黙に零初期

状態を仮定している．一方，状態方程式では入力と初期状態の両方による応答

をすべて表現できる．

初期状態x(0) = 0のもとで状態方程式 (1.26)をLaplace変換すると，

sx̂(s) = Ax̂(s) + Bû(s) ⇒ (sI − A)x̂(s) = Bû(s)

⇒ x̂(s) = (sI − A)−1Bû(s) (1.33)

が導出される．さらに，この式を ŷ(s) = Cx̂(s) + Dû(s)に代入すると，

ŷ(s) = [C(sI − A)−1B + D]û(s) (1.34)

を得る．よって，入出力間の伝達行列は

G(s) = C(sI − A)−1B + D (1.35)

となる．これは状態方程式と伝達関数の関係を表している．すなわち，システ

ムの状態方程式が与えられれば，その伝達行列は上式で計算できる．

逆に，伝達行列が与えられる場合，対応する状態方程式を求めることも可能

である．このことは実現 (realization)という．実現を求める方法の一つは，5章

で紹介する正準形を利用することである．ただし，状態の選び方は一意でない

ため，伝達行列の実現は無数にある．

さらに，伝達行列間の演算を容易にするために，記号
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C D

 := C(sI − A)−1B + D (1.36)

を用いる場合がある．そして，次の記号もしばしば使われる．

(A, B, C, D) := C(sI − A)−1B + D (1.37)

1.6 非線形モデルと線形近似

物理モデルは一般に非線形の微分方程式で与えられる．

【例題1.4】 図1.9に示す倒立振子を考える．振子は質量を無視できる剛体の棒で台

車につながっており，棒の長さは lである．また，台車と地面，棒とジョイントの間の

摩擦を無視する．このシステムの目的は，台車に適切な力入力uを加えることによっ

て振子の姿勢角θと台車の位置yを制御することである．その運動方程式を導け．

mg

M Vu
H

θ

y

図1.9 倒立振子

mg

mÿ

H

V θ

図1.10 回転運動のトルク解析

解答 まずH，V をそれぞれ台車が振子に働く水平方向と鉛直方向の力とする．振

子先端質量の横方向の変位はy + l sin θであり，縦方向の変位は l cos θであるから，振

子の縦と横方向にそれぞれNewtonの法則を適用すると，

H = m
d2

dt2
(y + l sin θ) = mÿ + mlθ̈ cos θ − ml(θ̇)2 sin θ

V − mg = m
d2

dt2
(l cos θ) = ml[−θ̈ sin θ − (θ̇)2 cos θ] (1.38)

が得られる．また，台車に関する運動方程式は

Mÿ = u − H ⇒ Mÿ + mÿ + mlθ̈ cos θ − ml(θ̇)2 sin θ = u (1.39)

で与えられる．さらに，振子のジョイント回りの回転運動を考えるにあたって，Newton

の法則が加速度零の慣性座標系においてのみ成り立つことに注意する必要がある．

Newtonの法則を使えるようにするためには，台車と質量mの並進運動を仮想力−Mÿ

と−mÿで止めておく必要がある．すると，図1.10から分かるように質量mに働く回

転トルクは (mg sin θ−mÿ cos θ)lになる．振子の慣性モーメントがml2であることよ

り，回転運動の方程式は

ml2θ̈ = (mg sin θ − mÿ cos θ)l (1.40)

になる．これらは変数θの非線形関数を含む非線形の微分方程式である．

以下では，運動方程式 (1.39)，(1.40)を状態方程式に書き換えてみる．式 (1.40)か

ら θ̈を計算すると
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θ̈ =
1

l
(g sin θ − ÿ cos θ) (1.41)

を得る．これを式 (1.39)に代入し sin2 θ + cos2 θ = 1を使って整理すると

(M + m sin2 θ)ÿ + mg sin θ cos θ − ml(θ̇)2 sin θ = u

⇒ ÿ =
ml(θ̇)2 sin θ − mg sin θ cos θ

M + m sin2 θ
+

1

M + m sin2 θ
u

が導かれる．これをさらに式 (1.41)に代入して整理すると

θ̈ =
(M + m)g sin θ − ml(θ̇)2 sin θ cos θ

(M + m sin2 θ)l
− cos θ

(M + m sin2 θ)l
u

が得られる．すると，状態ベクトル [x1 x2 x3 x4] = [y ẏ θ θ̇]について次の非線形状

態方程式が求まる。
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


x2

mlx2
4 sin x3−mg sin x3 cos x3

M+m sin2 x3

x4

(M+m)g sin x3−mlx2
4 sin x3 cos x3

(M+m sin2 x3)l

 +


0
1

M+m sin2 x3

0

− cos x3
(M+m sin2 x3)l

u

♦

1.6.1 平 衡 点

一般に，非線形システムの状態をx ∈ Rn，入力をu ∈ Rm，出力をy ∈ Rp

とするとき，その状態方程式および出力方程式は

ẋ = f(x) + g(x)u (1.42)

y = h(x) (1.43)

で表される．ある (x0, u0)において ẋ0 = 0が成り立つとする．入力をu0のま

まにしておくと，状態の導関数 ẋがずっと零になるのでx(t) ≡ x0となる．す

なわち，システムの状態が静止し続ける．ゆえに，(x0, u0)が非線形システム

の平衡点 (equilibrium)と呼ばれる．これは運動方程式において，変数の導関数

値がすべて零である状況と等価である．

平衡点を求めるとき，運動方程式を非線形の状態方程式に書き直してから計

算してもよいが，一般に複雑になる．直接運動方程式において状態の導関数値

を零とおいて計算した方がずっと簡単である．例えば，上記振子の例では平衡

点で θ̇0 = ẏ0 = θ̈0 = ÿ0 = 0であるので，運動方程式 (1.39)と (1.40)から平衡

点における変位y0, θ0と入力u0を計算すると

u0 = 0, y0 任意, 0 = mg sin θ0l ⇒ θ0 = 0, π

が求まる．状態 θに関して平衡点が二つあり，一意でない．物理的には，外力

を加えない条件下で振子が真上あるいは真下に静止できることを意味する．さ

らに，台車の位置yは無限個の平衡点を有する．
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1.6.2 線 形 近 似

ある限られた範囲内でシステムの振舞いを調べる場合，非線形のモデルを近

似的に線形化することが可能である．例えば，上記振子の例において制御目的

は振子を真上に立てることなので，平衡点は ẏ0 = y0 = θ̇0 = θ0 = 0, u0 = 0

となる．その近傍において変位 (角度)と (角)速度が十分に小さいと仮定できる．

このとき，sin θ ≈ θ，cos θ ≈ 1が成り立ち，２次以上の項 (θ̇)2，θ(θ̇)2や θ̈θは

無視できる．よって，線形近似モデルでは (1.39)と (1.40)が

Mÿ = u − mÿ − mlθ̈, mlθ̈ = mgθ − mÿ (1.44)

になる．両式の差からまず

Mÿ = u − mgθ ⇒ ÿ = −mg

M
θ +

1
M

u

を得る．次に，式 (1.44)の２番目の式を変形した式 θ̈ = (gθ − ÿ)/lに上式を代

入して整理すると

θ̈ =
(M + m)g

Ml
θ − 1

Ml
u

が得られる．さらに，この二つの式から線形近似した状態方程式を求めること

ができる．

練 習 問 題

1.1 図1.11に示す直列LCR回路の状態方程式と出力方程式を求めよ．ただし，出

力をコンデンサCの電圧yとする．

∼u

iL R

C y

+

−

図1.11 直列LCR回路

C
R

u
y

v

i

+

−

図1.12 積分回路

1.2 図1.12に示す演算増幅器回路において，増幅倍数が十分に大きいため，演算増

幅器内部を流れる電流および電圧vはすべて0と考えてよい．出力yを演算増

幅器の出力電圧とする．その状態方程式を求め，この回路が積分器の役割を果

たすことを示せ．

1.3 図1.13の機械システムについて，その状態方程式を導け．ただし，M1の変位

をy1，M2の変位をy2とし，質量と地面の摩擦は無視する．

1.4 図1.14に示す簡略化した飛行機のモデルを考える．座標原点は重心Pである．

巡航速度v0，巡航高度h0のもとでの平衡状態はθ0, u0である．また，平衡状

態からのピッチ角偏差を θ，昇降舵角偏差をu，高度偏差をhとする．これら

の偏差が十分に小さいとき，図示する揚力は f1 = k1u，f2 = k2θで与えられ
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M1M2

y1y2

K1K2

D

u

図1.13 マス・バネ系

る．飛行機の質量はm，重心周りの慣性モーメントはJ，空力減衰によるトル

クは bθ̇である．本システムの上下運動と回転運動の運動方程式を求めてから，

θ̈ ≈ 0のときのuからhまでの線形近似状態方程式と伝達関数を求めよ．

l2 l1

u

θ
h

v
P

f2

f1

図1.14 飛行機の高度制御

mg

f

図1.15 月面探索機

1.5 図1.15に示すのは月面に軟着陸する月面探索機のモデルである．探索機の質量

をmとすると，スラスタの推力は f = kṁである．入力をu = ṁ，探索機の

高度をyとする．月表面の重力定数をgとし，このシステムの状態 (y, ẏ, m)に

関する状態方程式を導出せよ (ヒント：質量が変化する場合のNewtonの法則

はF = d(mv)/dtとなる．ただし，vは速度を表す)．

1.6 図1.16に示す２重振子の運動方程式を求めよ．ただし，棒の質量を無視し，角

度が十分に小さくバネが常に水平であるとする．棒の長さは l[m]で，バネは棒

の下から1/3のところに取り付けられる．

θ1
θ2

m m
K

図1.16 ２重振子

x

i

m

図1.17 磁気浮上系

1.7 図1.17は磁気浮上システムを表している．鉄球と電磁石間の隙間をxとする．

電磁石に電流 iを流すとき，鉄球に電磁吸引力f = ki2/x2[N]が働く．ただし，

kは定数である．鉄球の質量をm[kg]とする．

(a) 運動方程式を立てよ．

(b) 平衡点 (x0, ẋ0, i0)を求め，x0と i0の関係の物理的意味を吟味せよ．さら

に，平衡点まわりの線形近似状態方程式を求めよ．(ヒント：２変数関数の一

次Taylor展開はf(x+∆x, y+∆y) = f(x, y)+ ∂f
∂x

∣∣
(x,y)

∆x+ ∂f
∂y

∣∣
(x,y)

∆y

で与えられる)
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1.8 図1.18に示しているのはマイクロフォンの簡略化モデルである．このシステム

は一対のキャパシタ極板を電気回路とつなぐことで構成される．極板aはマイ

クロフォンの枠に固定されるが，極板bはバネKとダンパDを通して枠につな

ぐ．音波が極板bに力f(t)を加える．極板の表面積はA，極板間の距離がxで，

材料の誘電率が εであるとき，極板間のキャパシタンスC(x)はC(x) = εA/x

で与えられる．また，電荷 qと極板間電圧eの関係は q = C(x)eであり，電界

は極板bに抵抗力fe = q2/(2εA)を加える．

(a) 運動方程式を立てよ．

(b) 平衡点および平衡点近傍の線形近似モデルを求めよ．

(c) 線形近似から状態方程式を導け．

+−

L R

MD

K

f ε

A

b a

x

i(t) v

図1.18 マイクロフォン



2
線形システムの構造解析

本章では，線形システムの可制御性，可観測性や極，零点，およびシステム

の結合などの構造的性質について説明する．これらは状態空間表現をベースと

する現代制御理論を理解するのに欠かせない基礎的なものである．

ここでは，n次元，m入力，p出力の状態方程式 ẋ

y

 =

 A B

C D

  x

u

 (2.1)

あるいは等価的に次数がnであるp × mの伝達行列

G(s) = C(sI − A)−1B + D

で与えられる有限次元線形系について考察する．

2.1 状態方程式の解

システムの状態方程式が与えられたとき，システムの性能を計算機シミュレー

ションなどで確認したい場合がある．このようなとき，状態方程式の解を求め

る必要がある．以下，その解を与える．

状態方程式 (2.1)の解を述べる前に，まず行列指数関数eAtについて説明して

おく．スカラの指数関数eatは次のようにTaylor展開できる．

eat = 1 + at +
1
2!

(at)2 + · · · + 1
n!

(at)n + · · ·

これに模して，正方行列Aに関する行列指数関数eAtは

eAt = I + At +
1
2!

(At)2 + · · · + 1
n!

(At)n + · · · (2.2)

と定義される．この行列指数関数は以下の性質をもつ．

(1) eA·0 = I

(2) eA(t+s) = eAteAs
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(3)
(
eAt

)−1 = e−At

(4) deAt

dt = AeAt = eAtA

性質 (1)は t = 0を定義式 (2.2)に代入することで得られる．(2)は式両辺を展開

することによって確認できる．また，(2)にs = −tを代入すれば I = eAte−At

となるので，逆行列の定義より (3)が分かる．(4)は式 (2.2)両辺を tで微分して

整理することによって導かれる．

行列の積が可換でない場合，つまりAB 6= BAのとき，e(A+B)tはeAtとeBt

の積に分解できない．このことに注意されたい．

ここでまず，状態方程式解の一意性を示す．仮に初期状態x(t0)から出発する

システム (2.1)に二つの解x1(t)とx2(t)があるとする．状態方程式を積分する

ことによって

x1(t) = x(t0) + A

∫ t

t0

x1(τ)dτ + B

∫ t

t0

u(τ)dτ

x2(t) = x(t0) + A

∫ t

t0

x2(τ)dτ + B

∫ t

t0

u(τ)dτ

が得られる．ここで，0 < ρ < 1について正数 εが ε <= ρ/‖A‖を満たすとする．

この場合，時刻 t ∈ [t0, t0 + ε]についてx1(t)とx2(t)の差は次の不等式を満足

する．(行列ノルム‖A‖とベクトルノルム‖x‖については付録Aを参照)

‖x1(t) − x2(t)‖ = ‖A
∫ t

t0

(x1(τ) − x2(τ))dτ‖

<= ‖A‖
∫ t

t0

‖x1(τ) − x2(τ)‖dτ

<= ‖A‖(t − t0) sup
[t0,t0+ε]

‖x1(τ) − x2(τ)‖

<= ε‖A‖ sup
[t0,t0+ε]

‖x1(τ) − x2(τ)‖

<= ρ sup
[t0,t0+ε]

‖x1(τ) − x2(τ)‖

⇒ sup
[t0,t0+ε]

‖x1(τ) − x2(τ)‖ <= ρ sup
[t0,t0+ε]

‖x1(τ) − x2(τ)‖ (2.3)

ρ < 1より，上式が成立するために区間 [t0, t0 + ε]においてx1(t) = x2(t)とな

らなければならない．よって，この区間において解が一意である．さらに，t0 +ε

を初期時刻としてこの議論を繰り返していけば，すべての時間帯において状態

方程式 (2.1)の解が一意であることが分かる．

次に，入力u(t) ≡ 0のときの解を求める．この場合，状態方程式は

ẋ(t) = Ax(t) (2.4)

となる．行列指数関数の性質 (4)により，x(t) = eAtaがこの式の一般解である
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ことが確認できる．初期状態x(0)のもとでa = x(0)となるので，入力がない

ときの状態方程式の解は

x(t) = eAtx(0) (2.5)

となる．次に，定数変化法で入力がある場合の解を導出する．つまり，入力が

あるとき，その影響で行列指数関数の係数がx(0)からx(0) + w(t)に変化する

と考え，状態方程式 (2.1)の解を

x(t) = eAt(x(0) + w(t)) (2.6)

とおく．そして，これを状態方程式に代入して変数ベクトルw(t)を求める．上

式を微分して式 (2.1)に代入すると，

AeAt(x(0) + w(t)) + eAtẇ(t) = AeAt(x(0) + w(t)) + Bu(t)

⇒ ẇ(t) = e−AtBu(t) (2.7)

を得る．式 (2.6)よりw(0) = 0は明らかである．よって，上式を積分すると

w(t) =
∫ t

0

e−AτBu(τ)dτ (2.8)

が得られる．結局，状態方程式 (2.1)の解は

x(t) = eAtx(0) + eAt

∫ t

0

e−AτBu(τ)dτ (2.9)

= eAtx(0) +
∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ (2.10)

となる†．この解の特徴は，初期状態による第１項と入力による第２項の和と

なっていることである．これは線形システムの特徴であり，重ね合わせの原理

と呼ばれる．

入力がu(t) ≡ 0の場合の応答を零入力応答 (zero-input response)といい，初

期状態がx(0) = 0の場合の応答を零状態応答 (zero-state response)という．し

たがって，状態解の式において第１項は零入力応答，第２項は零状態応答を表

している．

初期時刻が0でなく，t0のとき，状態方程式の解は

x(t) = eA(t−t0)x(t0) +
∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ (2.11)

† ここで，積分区間に t = 0が含まれることに注意する．これはインパルスのよ

うな入力も考えているためである．例えば，時刻 t = 0でインパルス入力を印

加する場合，積分区間に t = 0を含めないとすると零状態応答が0という間違っ

た結果になってしまう．
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で与えられる．これは式 (2.9)を次のように変形すれば分かる．

x(t) = eAtx(0) + eAt

[∫ t0

0

e−AτBu(τ)dτ +
∫ t

t0

e−AτBu(τ)dτ

]
= eA(t−t0)

[
eAt0x(0) + eAt0

∫ t0

0

e−AτBu(τ)dτ

]
+

∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ

= eA(t−t0)x(t0) +
∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ

なお，eAtの定義式の両辺をLaplace変換すると

L[eAt] =
1
s
I +

1
s2

A +
1
s3

A2 + · · · (2.12)

となるが，恒等式

(sI − A)(
1
s
I +

1
s2

A +
1
s3

A2 + · · ·) = I (2.13)

を用いると，L
[
eAt

]
= (sI − A)−1と書ける．よって，行列指数関数は

eAt = L−1
[
(sI − A)−1

]
(2.14)

に等しいことが分かる．すなわち，行列指数関数は逆Laplace変換で求めるこ

とができる．

【例題2.1】 例1.7の１自由度振動系の応答を求めよ．ただし，初期状態はx(0) =

[1 0]T で，入力は単位インパルスu(t) = δ(t)とする．

解答 ω =
√

K/Mとおくと，状態方程式の係数行列は

A =

[
0 1

−ω2 0

]
, B =

[
0
1
M

]
と書ける．よって，

(sI − A)−1 =

[
s −1

ω2 s

]−1

=

[
s

s2+ω2
1

s2+ω2

− ω2

s2+ω2
s

s2+ω2

]
を得る．逆Laplace変換をすると

eAt = L−1
[
(sI − A)−1

]
=

[
cos ωt 1

ω
sin ωt

−ω sin ωt cos ωt

]
が得られる．これを式 (2.10)に代入して計算すれば，状態の応答

x(t) =

[
cos ωt

−ω sin ωt

]
+

1

M

∫ t

0

[
1
ω

sin ω(t − τ)

cos ω(t − τ)

]
δ(τ)dτ

=

[
cos ωt + 1

Mω
sin ωt

1
M

cos ωt − ω sin ωt

]
(2.15)

が求まる．ただし，インパルス信号の性質
∫ t

0
f(τ)δ(τ)dτ = f(0)を使った． ♦

公式 (2.10)を用いることなく，状態の応答をすべてLaplace変換だけで計算
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することもできる．実際，初期状態x(0)のもとで状態方程式 (2.1)をLaplace

変換すると，

sx̂(s) − x(0) = Ax̂(s) + Bû(s) ⇒ (sI − A)x̂(s) = x(0) + Bû(s)

⇒ x̂(s) = (sI − A)−1x(0) + (sI − A)−1Bû(s) (2.16)

が導出される．後はこれを逆Laplace変換することで状態の解x(t)が計算でき

る．いまの例では，û(s) = 1より

x̂(s) = (sI − A)−1

 1
1
M

 =

 s
s2+ω2 + 1

M
1

s2+ω2

1
M

s
s2+ω2 − ω2

s2+ω2


が得られる．逆Laplace変換をすれば上と同じ解が求まる．

2.2 双 対 性

伝達行列G(s)を転置 (transpose)して得られる

GT (s) = BT (sI − AT )−1CT + DT =

 AT CT

BT DT

 (2.17)

をG(s)の双対システム (dual system)と呼ぶ．あるシステムに二つの物理的に

異なる性質A，Bがあったとき，もし性質Bが数学的に双対システムの性質A

と等しい場合，性質A，Bは双対であるという．このような現象は物理の世界

で多く見受けられるので，双対性の概念を利用すると，性質Aの数学的特性だ

けを調べれば性質Bの特性も分かり，数学的には非常に簡潔になる．次節から

述べる可制御性と可観測性はその典型である．

2.3 可 制 御 性

システムを制御する前提として，入力で制御したい信号を望まれるように動

かせる必要がある．システム内部の信号はすべて状態によって生成されるから，

まずシステムの状態を任意に制御できなければならない．このことを可制御性

(controllability)という．数学的には，可制御性は次のように定義される．

定義2.1 任意に与えられた初期状態x(t0) = x0，有限時刻 tf (> t0)およ

び終端状態xfに対し，式 (2.1)の解がx(tf ) = xfを満たすようにする有

界な入力u(t)が存在すれば，式 (2.1)のシステムあるいは (A,B)は可制御

(controllable)であるという．そうでない場合は不可制御 (uncontrollable)

であるという．
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状態を位相平面 (各状態を座標軸とする直交座標系)で見ると，可制御性は図

2.1に示されるように，有限時間内で有界な入力で状態を任意の初期値x0から

任意に指定された終端状態xfへ移動できることに対応している．初期状態と終

端状態はすべて任意で，状態空間のどの状態も取りうることが可制御性のポイ

ントである．これは3章で紹介する可安定性と本質的に異なるところである．

また，一般に状態の数は入力より多い．どうして少ない入力で状態を全部制

御できるか，不思議に思うかもしれない．その味噌は，状態が指定時刻に終端

状態に到達できればよく，途中の軌道を問わないところにある．

x1

x2

0

x0

xf

図2.1 状態の軌道

システムの可制御性は，定義にしたがって調べる必要はなく，次のいくつか

の簡単な代数的条件で判定することができる．

定理2.1 以下の命題は等価である．

(1) (A，B)が可制御である．

(2) 可制御行列

C =
[

B AB · · · An−1B
]

(2.18)

が行フルランクである．

(3) 行列 [A − λI B]が任意のλ ∈ Cに対して行フルランクである．

(4) 行列 [A − λI B]が任意のλ ∈ σ(A)に対して行フルランクである．

ただし，σ(A)は行列Aの固有値集合を表す．この定理より，可制御性が状態

方程式の係数行列 (A，B)だけに依存することが分かる．条件 (2)は次数の低い

システムに対して使いやすい．また，条件 (3)，(4)はA行列がブロック対角や

三角形などの特殊構造をもつシステムに関して利用しやすく，理論展開でよく

用いられる．
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本定理の命題 (3)より (A，B)が不可制御のとき，あるλについて [A − λI B]

のランクが落ちる．すると，

v∗(A − λI) = 0, v∗B = 0

を満たすベクトルv 6= 0がある．すなわち，このλは必ずAの固有値となる．こ

のようなAの固有値を不可制御モード (uncontrollable mode)という．

この定理を証明する前に，まず二つの補題を示しておこう．

補題2.1 任意の t > 0について，次の等価関係が成立する．

Gc(t) :=
∫ t

0

eAτB
(
eAτB

)T
dτ > 0 ⇐⇒ Cが行フルランク

証明 明らかに，Gc(t)は半正定行列である．Cが行フルランクであるとき，もし
Gc(t) > 0でなければ，非零ベクトルv ∈ Rnがあり，

0 = vT Gc(t)v =

∫ t

0

‖vT eAτB‖2dτ

を満たす．ノルムが常に非負なので，上式が成り立つために

vT eAτB ≡ 0, τ ∈ [0, t]

でなければならない．本式を τについて (n − 1)階まで微分すると，

vT eAτB = 0, vT eAτAB = 0, · · · , vT eAτAn−1B = 0 ⇒ vT eAτC = 0

を得る．vT eAτ 6= 0なので，Cの行フルランク性に矛盾する．
逆に，Gc(t) > 0であるとき，Cが行フルランクでないと仮定すると

vT
[
B AB · · · An−1B

]
= 0

を満たすv 6= 0が存在する．Cayley-Hamiltonの定理を繰り返し適用することによっ

て，任意の i >= 0についてvT AiB = 0を示せる．すると

vT eAτB = vT B + vT ABτ + · · · + vT AiBτ i + · · · = 0, ∀τ (2.19)

となる．よって，vT Gc(t)v = 0となり，Gc(t) > 0に矛盾する． ■

補題2.2 rank C = k < nのとき，次式を満たす正則行列T が存在する．

A = T

 A1 A12

0 A2

T−1, B = T

 B1

0


ただし，A1 ∈ Rk×k, A2 ∈ R(n−k)×(n−k)であり，(A1, B1)に関する可

制御行列C1 = [B1 A1B1 · · · Ak−1
1 B1]が行フルランクkをもつ．

証明 q1, . . . , qkをCの線形独立な列ベクトルとすると，ImC = span{q1, · · · , qk}と
なる．ここで，まず ImCがA不変であることを示す．x ∈ ImCとすると，xはベクト

ルu1, u2, . . . , unを使ってx = Bu1 + ABu2 + · · · + An−1Bunのように書ける．す

ると，Cayley-Hamiltonの定理An = −(a1A
n−1 + · · · + anI)を使えば，



2.3 可 制 御 性 27

Ax = ABu1 + A2Bu2 + · · · + AnBun

= B(−anun) + AB(u1 − an−1un) + · · · + An−1B(un−1 − a1un)

∈ ImC = span{q1, · · · , qk}

がいえる．故に，任意のx ∈ ImCについてAxが q1, . . . , qkの線形結合で表せる．次に，

T := [q1 · · · qk qk+1 · · · qn]

が正則となるように実ベクトル qk+1, . . . , qnを選ぶ．このとき, Aqi(i = 1, 2, . . . , k)

が q1, . . . , qkの線形結合で書けることに注意すると，

Aqi = a1iq1 + · · · + akiqk = [q1 · · · qk]


a1i

...

aki


⇒ [Aq1 · · · Aqk] = [q1 · · · qk] A1

がいえる．よって，適当な行列A1, A12, A2について

AT = [Aq1 · · · Aqk Aqk+1 · · · Aqn]

= [q1 · · · qk qk+1 · · · qn]

[
A1 A12

0 A2

]

= T

[
A1 A12

0 A2

]
が成り立つ．同様に, 行列Bの各列は q1, . . . , qkの線形結合であり, ある行列B1に

ついて

B = T

[
B1

0

]
が成り立つ．最後に，上の関係式を用いればT−1AB = T−1AT ·T−1B = [(A1B1)

T 0]T

などとなることが分かり，よって

T−1C =

[
C1

0

]
⇒ rank C1 = k

が成り立つ． ■

定理2.1の証明 この証明を理解するポイントは，可制御性が状態を任意の初期値か

ら任意の終端値へ自由に移動できることを要求している，という点にある．

(2)⇔(1)：命題 (2)が成立するとき，補題2.1よりGc(tf − t0) > 0である．このと

き，入力を

u(τ) =
(
eA(tf−τ)B

)T
G−1

c (tf − t0)
[
xf − eA(tf−t0)x0

]
とすると，状態方程式の解から終端状態は

x(tf ) = eA(tf−t0)x(t0) +

∫ tf

t0

eA(tf−τ)Bu(τ)dτ (2.20)

= eA(tf−t0)x0 +

∫ tf

t0

eA(tf−τ)B
(
eA(tf−τ)B

)T
dτ

×G−1
c (tf − t0)

[
xf − eA(tf−t0)x0

]
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= eA(tf−t0)x0 + Gc(tf − t0)G
−1
c (tf − t0)

[
xf − eA(tf−t0)x0

]
= xf

となる．よって，可制御である．逆に，命題 (2)が成立たないとき，式 (2.19)より

vT eA(tf−τ)B = 0を満たす非零ベクトルv ∈ Rnがある．すると，式 (2.20)に左から

vT をかけると

vT x(tf ) = vT eA(tf−t0)x0

となる．x0 = 0のとき，x(tf ) = vは上式を満たさない．すなわち，x(tf )がxf = v

に到達できない．よって，不可制御となる．

(2)⇒(3)：あるλに対して命題 (3)が成立しないとき，ベクトルv 6= 0があり

v∗A = λv∗, v∗B = 0 ⇒ v∗Ai = λiv∗

を満足する．可制御行列Cに左からv∗をかけ，上式を代入すると

v∗C =
[
v∗B v∗AB · · · v∗An−1B

]
=

[
v∗B λv∗B · · · λn−1v∗B

]
= 0

を得る．これは命題 (2)に矛盾する．

(3)⇒(2)：背理法を用いる．rank C = k < nと仮定すると，補題2.2より

AT = T

[
A1 A12

0 A2

]
, B = T

[
B1

0

]
を満たす正則行列Tが存在する．ここでλとw 6= 0をAT

2 の固有値とその固有ベクトル

とすると，wT A2 = λwT が成立する．すると，上式からベクトルvT = wT [0 I]T−1 6=
0に関して

vT A = λvT , vT B = 0

が成立ち，命題 (3)と矛盾する．よって，(3)⇒(2)がいえる．

λがAの固有値でないとき，A−λIは常に正則となる．よって，(3)⇔(4)は明らか

である． ■

上述の (3)⇒(2)の証明に使った行列T を用いて新たに状態を

z =

 z1

z2

 := T−1x

とおくと，新しい状態zに関する状態方程式は次のようになる．

ż1 = A1z1 + A12z2 + B1u

ż2 = A2z2

状態z2には入力uが直接的にも間接的にも (すなわち状態 z1を経由して)到達

できない．つまり，状態z2の振舞いは入力で変えられない．このような状態を

不可制御状態と呼ぶ．個々の状態のレベルで考えるとき，システムが不可制御

となる本質は不可制御状態をもつことにほかならない．

例2.1 例1.7の１自由度振動系について，可制御性を確認しよう．
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A =

[
0 1

− K
M

0

]
, B =

[
0
1
M

]
より，簡単な計算で

C =

[
0 1

M
1
M

0

]
, [A − λI B] =

[
−λ 1 0

− K
M

−λ 1
M

]
を得る．前者は明らかに行フルランクである．後者については，後ろの二つの列が線

形独立なので，やはり行フルランクとなる．よって，どの条件からも１自由度振動系

の状態空間表現が可制御であることが分かる．このことは物理的に考えると明らかで

ある． 2

【例題2.2】 図2.2に示す二つのシステムについて可制御性を調べよ．

1
s+1

s+1
s+2u y

y1 = u2

u y+
+

1
s+1

1
s+1

y1

y2

図2.2 不可制御の例：極零相殺 (左)，同一システムの並列 (右)

解答 図2.2の左は二つのシステム

G1(s) =
s + 1

s + 2
, G2(s) =

1

s + 1
が直列結合したものを表している．G1の出力をy1，G2の入力をu2とするとu2 = y1

の接続関係が成り立つ．おのおのの状態方程式は以下のようになる．

G1 : ẋ1 = −2x1 + u, y1 = −x1 + u

G2 : ẋ2 = −x2 + u2, y = x2

u2 = y1 = −x1 + uの関係式を ẋ2に代入して整理すると，システム全体の状態方程

式は [
ẋ1

ẋ2

]
=

[
−2 0

−1 −1

][
x1

x2

]
+

[
1

1

]
u, y = x2 (2.21)

となる．可制御行列

C =

[
1 −2

1 −2

]
のランクが1 < n = 2であるので，このシステムは不可制御である．実際，状態x2と

x1の差z = x2 − x1は微分方程式

ż = −z (2.22)

を満たしている．上式に入力やほかの状態は一切現れていないので，zを入力で制御

できない．

また，図2.2の右は同じ動特性を有する二つのシステム

G1(s) = G2(s) =
1

s + 1
が並列結合したものを表している．G1の出力をy1，G2の出力をy2とすると，全体の

出力はy = y1 + y2で与えられる．おのおのの状態方程式は

G1 : ẋ1 = −x1 + u, y1 = x1
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G2 : ẋ2 = −x2 + u, y2 = x2

であるので，システム全体の状態方程式は[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
−1 0

0 −1

][
x1

x2

]
+

[
1

1

]
u, y = x1 + x2 (2.23)

となる．その可制御行列

C =

[
1 −1

1 −1

]
のランクは1 < n = 2であり，よってこのシステムも不可制御である．実際，状態x2

とx1の差z = x2 − x1は

ż = −z (2.24)

を満たし，入力で制御できない． ♦

この例は二つのシステムが直列に結合する場合，２番目のシステムの極に１

番目のシステムの零点と同じものがあると極零相殺 (pole-zero cancellation)と

いう現象が起き，システム全体が不可制御になることを示している．そして，

並列結合する二つのシステムに共通の極をもつ場合はやはり全体として不可制

御になる．後者については，まったく同一の車２台を同じようなアクセル・ブ

レーキ操作で操縦するとき，速度の差を変えられない現象と一致する．

2.4 可 観 測 性

さて，状態を自由に制御するにはすべての (初期)状態に関する情報が不可欠

である (定理2.1の証明で構成した入力を見よう)．しかし，コストやセンサの制

約で実際に計測される信号は状態のすべてではなく，システムの出力だけであ

る．また，ほかの既知情報としてシステムの入力がある．すると，既知の入出

力情報から状態を算出する必要が出てくる．これは次に述べる可観測性という

概念として定式化される．

定義2.2 任意の有限な t1 > t0に対し，区間 [t0, t1]における入力u(t)と出

力y(t)から初期状態x(t0) = x0を一意に決定できるとき，システム (2.1)，

あるいは (C,A)が可観測 (observable)であるという． そうでない場合に

は，システムあるいは (C,A)が不可観測 (unobservable)であるという．

この定義は本質的には初期状態の可観測性しかいっていない．しかし，状態

方程式の解から分かるように初期状態が分かれば任意時刻の状態は計算できる

ので，初期状態の可観測性を考えれば十分である．
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可観測性の判定条件は次の定理で与えられる．

定理2.2 以下の命題は等価である．

(1) (C,A)が可観測である．

(2) 可観測行列

O =


C

CA
...

CAn−1

 (2.25)

が列フルランクをもつ．

(3) すべてのλ ∈ Cに対し，行列
[

A − λI
C

]
が列フルランクをもつ．

(4) すべてのλ ∈ σ(A)に対し，行列
[

A − λI
C

]
が列フルランクをもつ．

(5) (AT , CT )が可制御である．

証明 まず，Oが列フルランクであることと

Go(t) :=

∫ t

0

(
CeAτ

)T
CeAτdτ > 0, t > 0 (2.26)

が等価である (Oの転置をとり，Ā = AT , B̄ = CT とおけば，補題2.1から分かる)．

(1)⇔(2)：ここで，信号

w(t) := y(t) − Du(t) − C

∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ (2.27)

をおく．yとuが既知なので，この信号は既知のものとなる．次に，出力

y(t) = C

[
eA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ

]
+ Du(t)

を上式に代入すれば

w(t) = CeA(t−t0)x0

を得る．この式の両辺に左から
(
CeA(t−t0)

)T
をかけて，t ∈ [t0, t1]について積分す

ると

Go(t1 − t0)x0 =

∫ t1

t0

(
CeA(t−t0)

)T
w(t)dt (2.28)

が得られる．命題 (2)が成立するとき，Go(t1 − t0)は正則となる．さらに，上式の右

辺は既知であるから，x0が一意に求まる．

逆に，命題 (2)が成立たないとき，

Cv = 0, CAv = 0, · · · , CAn−1v = 0

を満たす実非零ベクトルvが存在する．本式とCayley-Hamiltonの定理より

CeAtv = C[f1(t)I + f2(t)A + · · · + fn(t)An−1]v = 0



32 2. 線形システムの構造解析

が任意の tに対して成立する (fi(t)はスカラ関数である)．すると，初期状態x(t0) = v

に関して出力は

y(t) = C

[
eA(t−t0)v +

∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ

]
+ Du(t)

= C

∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ + Du(t), ∀ t > t0 (2.29)

となる．x(t0) = vが出力yに現れていないから，yから求めることができない．

(2)と (5)の等価性は定理2.1(2)より明らかである．残りの部分は定理 2.1を適用す

ることで得られる． ■

この証明から次の二つのことが分かる．まず不可観測状態の本質は，それが

出力応答に現れないことにある．そして，可制御性と可観測性の双対性 (すなわ

ち命題 (1)と命題 (5)の等価性)をうまく利用すれば，不必要な証明は省ける．

この定理は，可観測性が状態方程式の係数行列 (C，A)だけに依存することを

示している．可制御性の場合と同じように，条件 (2)は次数の低いシステムに

対して使いやすく，条件 (3)，(4)はA行列がブロック対角などの特殊構造をも

つシステムや理論展開でよく用いられる．

さらに，本定理の命題 (3)より (C,A)が不可観測のとき，必ずあるλ ∈ Cと

u 6= 0について

(A − λI)u = 0, Cu = 0

が成り立つ．よって，このλはAの固有値となる．このようなAの固有値を不

可観測モード (unobservable mode)という．

例2.2 例1.7の１自由度振動系について，測定出力を変位yとするときの可観測性

を調べよう．このとき，

A =

[
0 1

− K
M

0

]
, C = [1 0]

であるので，

O =

[
1 0

0 1

]
,

[
A − λI

C

]
=

 −λ 1

− K
M

−λ

1 0


となる．前者は明らかに列フルランクである．また，後者では１列目と２列目は線形

独立なのでやはり列フルランクとなる．よって，いずれの条件からも可観測という結

論を得る． 2

次に不可観測の例を挙げよう．

【例題2.3】 図2.3に示す二つのシステムの可観測性について吟味せよ．

解答 図2.3の右に示す並列システムの状態方程式はすでに例題2.2で
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1
s+1

s+1
s+2

u y

y1 = u2
u y+

+

1
s+1

1
s+1

y1

y2

図2.3 不可観測の例：極零相殺 (左)，同一システムの並列 (右)

ẋ =

[
−1 0

0 −1

]
x +

[
1

1

]
u, y = [1 1]x (2.30)

のように求まっている．ただし，x = [x1 x2]
T である．その可観測行列を計算すると

O =

[
1 1

−1 −1

]
であり，ランクは1 < n = 2である．よってこのシステムは不可観測である．実際，

状態x2とx1の代わりにその和z1 = x1 + x2と差z2 = x1 − x2を新しい状態として用

いることができる．この場合，新しい状態方程式は

ż1 = −z1 + 2u, ż2 = −z2, y = z1 (2.31)

となるが，出力に状態 z2が現れず，しかも z2がz1の動特性にまったく関与しないか

ら，z2に関する情報は直接的にも間接的にも出力に伝わらない．これはシステムの状

態が観測できないわけである．

一方，図2.3の左は二つのシステム

G1 : ẋ1 = −x1 + u, y1 = x1

G2 : ẋ2 = −2x2 + u2, y = −x2 + u2

が直列結合したものである．x = [x1 x2]
T とおき，u2 = y1 = x1の結合関係を用い

ると，システム全体の状態方程式

ẋ =

[
−1 0

1 −2

]
x +

[
1

0

]
u, y = [1 − 1]x (2.32)

が得られる．その可観測行列

O =

[
1 −1

−2 2

]
のランクは1 < n = 2であるので，このシステムも不可観測である．実際，新しい状

態をz1 = x1，z2 = x1 − x2とするとき，状態方程式は

ż1 = −z1 + u, ż2 = −2z2 + u, y = z2 (2.33)

になる．上の例と同様な理由でz1 = x1は出力から観測できない． ♦

この例は二つのシステムが直列に結合する場合，１番目のシステムの極が２

番目のシステムの零点と極零相殺するとき，システム全体が不可観測になるこ

とを示している．そして，並列結合する二つのシステムに共通の極をもつ場合

はやはり全体として不可観測になる．
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2.5 状態変換と正準形式

定義2.3 伝達行列G(s)に対応する状態空間表現 (A,B,C,D)をG(s)の

実現 (realization)という．特に，(A,B)が可制御かつ (C,A)が可観測のと

き，(A,B,C,D)をG(s)の最小実現 (minimal realization)という．

前述の１自由度振動系の例で使った実現は可制御かつ可観測であるので，最

小実現になっている．しかし，例題2.2と例題2.3の結合システムの実現は不可

制御か不可観測であるため，最小実現ではない．

2.5.1 状 態 変 換

G(s)の実現は一意ではなく，無数に存在する．例えば，式 (2.1)の状態x(t)

を次のように正則行列T で新しい状態z(t)

z(t) = T−1x(t) (2.34)

に置き換えると，z(t)に関する状態方程式は ż

y

 =

 T−1AT T−1B

CT D

 z

u

 :=

 A B

C D

 z

u

(2.35)

となるが，恒等式 (XY Z)−1 = Z−1Y −1X−1より

C(sI − A)−1B + D = CT (sI − T−1AT )−1T−1B + D

= CT (T−1(sI − A)T )−1T−1B + D = C(sI − A)−1B + D

= G(s) (2.36)

が成り立つ．ゆえに，(A, B, C, D)もG(s)の実現となることが分かる．式

(2.34)の座標変換は状態変換 (state transformation)と呼ばれ，T は変換行列

(transformation matrix)と呼ばれる．

ちなみに，例題2.3における状態の置き換え z1 = x1 + x2，z2 = x1 − x2は

次の状態変換と対応する． z1

z2

 = T−1x =

 1 1

1 −1

  x1

x2


また，対応する係数行列の関係 A B

C D

 =

 T−1AT T−1B

CT D

 (2.37)
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を相似変換 (similar transformation)という．状態変換と係数行列の相似変換

は表裏一体なので，これらの表現を通常混同して使う場合が多い．

相似変換で結ばれた二つのシステム A B

C D

 7−→

 A B

C D

 =

 T−1AT T−1B

CT D

 (2.38)

について，式 (T−1AT )i = T−1AT · T−1AT · · ·T−1AT = T−1AiT から両者

の可制御行列と可観測行列は

C = T−1C, O = OT (2.39)

の関係を満たすことが容易に分かる．よって, 次の定理は上記の関係から直ち

に得られる．

定理2.3 システムの可制御性と可観測性は状態変換に対して不変である．

2.5.2 Kalman の正準形式 ∗

本節ではシステムが完全に可制御でない，もしくは完全に可観測でない場合

に対して, 状態変換を用いてシステムを構造的に分解し解析する．一般的な線

形システムに対して，次のKalmanの正準形式 (Kalman canonical form)と

呼ばれる構造が知られている．

定理2.4 任意の線形時不変システム (A,B,C,D)に対し, ある正則な座標

変換x = Tzによってその実現を

 T−1AT T−1B

CT D

 =



Aco 0 A13 0 Bco

A21 Acō A23 A24 Bcō

0 0 Ac̄o 0 0

0 0 A43 Ac̄ō 0

Cco 0 C c̄o 0 D


(2.40)

に相似変換できる．あるいは，等価的に次の状態方程式が成立する．
żco

żcō

żc̄o

żc̄ō

 =


Aco 0 A13 0

A21 Acō A23 A24

0 0 Ac̄o 0

0 0 A43 Ac̄ō




zco

zcō

zc̄o

zc̄ō

 +


Bco

Bcō

0

0

 u
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y =
[

Cco 0 C c̄o 0
]


zco

zcō

zc̄o

zc̄ō

 + Du

ここで, 状態zcoは可制御かつ可観測，zcōは可制御であるが不可観測，zc̄o

は可観測であるが不可制御, そしてzc̄ōは不可制御かつ不可観測である．さ

らに，uからyまでの伝達行列は

G(s) = Cco(sI − Aco)−1Bco + D (2.41)

で与えられる．

(zc̄o, zc̄ō)に関する状態方程式は żc̄o

żc̄ō

 =

 Ac̄o 0

A43 Ac̄ō

 zc̄o

zc̄ō

 (2.42)

であり，入力uがこれらに到達できないから，これらの状態は制御できない．そ

して，出力方程式から状態 (zcō, zc̄ō)が出力yに現れないことが確認できる．ま

た，可観測状態 (zco, zc̄o)の状態方程式 żco

żc̄o

 =

 Aco A13

0 Ac̄o

 zco

zc̄o

 +

 Bco

0

u (2.43)

に (zcō, zc̄ō)が現れていないから，(zco, zc̄o)を通してyに (zcō, zc̄ō)が間接的に

現れることもない．よって，zcōとzc̄ōが観測できないことが分かる．

さらに，零初期状態のもとで żc̄o = Ac̄o zc̄oの解は zc̄o(t) ≡ 0となる．この

とき，

żco = Aco zco + Bco u (2.44)

y = Cco zco + Du (2.45)

が成り立つ．よって，伝達行列が零初期状態時の入出力写像を表すことにより

伝達行列は定理に示す通りになる．つまり，不可制御の状態や不可観測の状態

は伝達行列にまったく現れない．もちろん，直接計算によってもこれを確認で

きる．

なお，状態 zco, zcō, zc̄o, zc̄ō(またはその要素)をモード (mode)と呼ぶ場合

がある．すなわち，zcoを可制御かつ可観測のモード，(zc̄o, zc̄ō)を不可制御モー

ド，(zcō, zc̄ō)を不可観測モードのように呼ぶ．さらに，これらの状態に対応す

る係数行列Aco, Ac̄o, Acō, Ac̄ōなどやその固有値をモードと呼ぶ場合もある．
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Kalmanの正準形式を図示すると，図2.4となる．ここで，COは状態zcoに

関する部分システムを表し，ほかも同様にそれぞれの部分システムを表す．た

だし，図を簡単にするために各部分システム間の干渉を省略している．この図

からも分かるように，不可制御の状態は入力の影響が及ばないものであり，不

可観測の状態は出力に現れないものである．両者ともシステムの入出力関係に

寄与しない．すなわち，システム

(A, B, C, D) と (Aco, Bco, Cco, D)

の入力/出力挙動は同じである．しかし, 非零初期状態に対してはこの二つのシ

ステムがかなり違う応答を示す．このため，システム解析と設計において不可

制御/不可観測状態の影響を無視することができない．

cCO

CO

CO

CO

-

-

- -

?
6
-

u
y

図2.4 Kalmanの正準形式

ここで，Kalmanの正準形式の証明を与えておこう．

証明 補題2.2に基づいて，正則行列T1を用いた相似変換で (A, B)を可制御と不可

制御モードに分けると，[
T−1

1

I

][
A B

C D

][
T1

I

]
=

 Ac A12 Bc

0 Ac̄ 0

C1 C2 D


が成り立つ．ただし，(Ac, Bc)が可制御である．次に，(C1, Ac)に補題2.2の双対結

果 (つまり (AT
c , CT

1 )に補題2.2を適用して得られた結果)を用いると，それを相似変

換で可観測と不可観測モードに分解できる．すなわち，ある変換行列T2について[
T−1

2

I

][
Ac Bc

C1 0

][
T2

I

]
=

 Aco 0 Bco

A21 Acō Bcō

Cco 0 0


が成り立つ．ただし，(Cco, Aco)が可観測である．最後に，(C2, Ac̄)にも補題2.2の

双対結果を適用して可観測と不可観測モードに分解する．[
T−1

3

I

][
Ac̄ 0

C2 D

][
T3

I

]
=

 Ac̄o 0 0

A43 Ac̄ō 0

C c̄o 0 D


その内，(C c̄o, Ac̄o)が可観測である．以上より，変換行列

T = T1

[
T2

T3

]
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による相似変換で

[
T−1AT T−1B

CT D

]
=


Aco 0 A13 A14 Bco

A21 Acō A23 A24 Bcō

0 0 Ac̄o 0 0

0 0 A43 Ac̄ō 0

Cco 0 C c̄o 0 D


が得られる．最後に，A14 = 0を示せば証明が終わる．このために，この分解ではAc̄ō

に対応する状態zc̄ōがすべて不可観測であることに注目する．式

żco = Acozco + A13zc̄o + A14zc̄ō + Bcou

⇒ A14zc̄ō = żco − Acozco − A13zc̄o − Bcou

を見ると分かるように，A14が零でなければzc̄ōの一部は (zco, zc̄o)より計算可能であ

る．そして，(zco, zc̄o)は可観測状態で，(u, y)から計算できる．これはzc̄ōの不可観

測性に反する． ■

2.6 極・零点と応答

第1章では，１入出力系について極と零点の概念を述べたが，本節では多入

出力系に対してその極，零点を定義し，過渡応答との関係を解説する．

2.6.1 極

伝達行列G(s) = (A, B, C, D)の極は以下のように定義される．

定義2.4 Aの固有値をG(s)の実現 (A, B, C, D)の極 (pole)という．こ

の実現が最小実現であるとき，Aの固有値を伝達行列G(s)の極という．

ここでは伝達行列の極とその「実現の極」を区別していることに注意された

い．Aの固有値を実現の極と呼ぶ理由は，零入力応答が

x̂(s) = (sI − A)−1x(0) =
adj(sI − A)
det(sI − A)

x(0) (2.46)

となっているからである．一方，伝達行列の実現が最小実現でない場合，Aの

一部の固有値は制御できない，もしくは観測できないものとなり，伝達行列に

は現れないから，実現の極と伝達行列の極は必ずしも一致しない．例えば，シ

ステム

G(s) =


1 0 1

0 1 1

1 1 0

 =
2

s − 1

では，A行列の固有値の一つが伝達関数に現れていない．
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極はシステムの時間応答の収束性を決定づける．例えば，システム

G(s) =


a b 1

−b a 0

1 0 0

 =
s − a

(s − a)2 + b2
(2.47)

の場合，極はa± jbであり，そのインパルス応答はeat cos btである．極の実部

aが負のとき，インパルス応答は収束するが，aが正になると発散する (図2.5左

を参照)．また，収束の速さは実部の大きさで決まる．一方，極の虚部は応答の

振動周波数であり，虚部が大きくなるにつれ，単位時間における振動の回数が

増える (図2.5右を参照)．
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図2.5 極の位置と応答の関係

一般に，システムの極と応答の関係は以下のようになる．ここで，零入力応答

x(t) = eAtx(0), t >= 0 (2.48)

だけを考えよう．行列指数関数の定義を使えば，

T−1eAtT = T−1

(
I + At +

1
2!

(At)2 + · · ·
)

T

= I + T−1ATt +
1
2!

T−1AT · T−1ATt2 + · · ·

= I + T−1ATt +
1
2!

(T−1ATt)2 + · · ·

= eT−1ATt (2.49)

がいえる．一方，正方行列は必ずJordan標準形に相似変換できる．つまり，

T−1AT = J = diag (J1 · · · Jm) (2.50)
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Ji =


λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi

 ∈ Rri×ri

とする変換行列T が存在する．ただし，λiは行列Aの固有値である．したがっ

て，零入力応答は

x(t) = TeJtT−1x(0) (2.51)

となる．ただし，

eJt = diag
(
eJ1t · · · eJmt

)
(2.52)

である．さらに，

(sI − Ji)−1 =


(s − λi)−1 (s − λi)−2 · · · (s − λi)−ri

(s − λi)−1 . . .
...

. . . (s − λi)−2

(s − λi)−1


より

eJit = L−1
[
(sI − Ji)−1

]
= eλit


1 t · · · tri−1

(ri−1)!

1
. . .

...
. . . t

1

 (2.53)

が求まる．多項式よりも指数関数の方が収束/発散速度がはるかに速いこと，並

びに |eλit| = e(Reλi)tが成り立つことから，応答の収束性は極の実部によって決

まることがいえる．

2.6.2 １入出力系の零点

零点は極と対極にある概念である．極の役割が比較的に分かりやすいのに対

して，零点の物理的働きが分かりづらい．しかし，システム工学においては零

点が極と同等に重要な概念であり，応答などにきわめて大きな影響を与えてい

る．特に，4.3.3と4.3.4項で分かるように，零点のないシステムに比べ，零点を

もつシステムでは応答が悪化する．以下では，１入出力系と多入出力系に分け

て零点を説明する．

まず，１入出力系の場合伝達関数は有理関数であるから，分母多項式と分子
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多項式をもつ．分子多項式の根は零点 (zero)と呼ばれる．物理的には，零点は

信号を遮断する性質をもつ．例えば，

G(s) =

 A B

C 0

 =


a b 1

−b a 0

1 0 0

 =
s − a

(s − a)2 + b2

において初期状態がx(0) = [0，−1/b]T であるとき，時刻 t = 0から入力u(t) =

eat(û(s) = 1/(s − a))を印加すると，出力は

ŷ(s) = C(sI − A)−1x(0) + C(sI − A)−1Bû(s)

= − 1
(s − a)2 + b2

+
1

(s − a)2 + b2

= 0

となり，入力が出力から完全に遮断される．

この例における零点 z = aの働きの原理は次の図から理解できるであろう．

s − aは微分器 sとゲイン−aの並列結合であり，eatの入力信号を印加すると，

両ブロックの出力の和がちょうど零となる†．

s

−a

0eat

aeat

−aeat

図2.6 零点の働き

零点の起因 単体の物理要素では，零点はあまり見られないが，結合すると零

点が現れる．

(1) 並列結合による零点

零点のないシステムを並列結合すると，零点が現れる．例えば，

G1(s) =
1

s + a
, G2(s) =

1
s + b

⇒ G1 + G2 =
2s + a + b

(s + a)(s + b)
でG1 + G2に零点z = −(a + b)/2が現れる．

(2) フィードバック結合による零点

† 時刻 t = 0で入力u(t) = eatを印加するとき，u(0−) = 0, u(0+) = 1のよう

に不連続点がある．微分すると，インパルスを生ずる．よって，厳密には時刻

t = 0で図2.6の出力は零ではなく，単位インパルスである．このインパルスに

よる，零点を除いたシステム 1
(s−a)2+b2

の応答が残る．この例で非零の初期状

態を考えた理由は，このインパルス応答を打ち消すためである．
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この場合，後向きブロックの極が閉ループ系伝達関数の零点となる．例

えば，

G1(s) =
1

s + a
, G2(s) =

1
s + b

で，G1が前向き，G2が後向きにフィードバック結合するとその伝達関

数は
G1

1 + G1G2
=

s + b

1 + (s + a)(s + b)
のようになる．後向き伝達関数G2の極−bが結合後の伝達関数の零点と

なっている．

2.6.3 多入出力系の零点 ∗

ところで，多入出力系になると，零点は伝達行列の各要素の零点で捉えるこ

とができない．零点の概念を多入出力系に拡張するとき，入力を遮断するとい

う物理的性質から着手して考える必要がある．それを定義するのに，次の概念

を要する．

定義2.5 Q(s)をp × mの有理関数 (多項式)行列とする．Q(s)の正規ラ

ンク (normal rank)とは，すべての s ∈ Cに対するQ(s)の最大可能なラ

ンクであり，normalrank (Q(s))と書く．

例2.3 有理行列

Q(s) =

[
1

s+1
1

s+2
s

s+1
s

s+2

]
の場合，２列目は１列目の s+1

s+2
倍であるので，線形従属となる．したがって，Q(s)の

正規ランクは１である．これに対して，次の有理行列

Q(s) =

[
1

s+1
1

s+2
s

s+1
1

s+2

]
が正規ランク２をもつ． 2

以下では，正規ランクの概念を用いて多入出力系の零点を定義する．

〔1〕 伝 達 零 点

定義2.6 伝達行列G(s)について，

rank(G(z)) < normalrank(G(s)) (2.54)

を満たす複素数zをG(s)の伝達零点 (transmission zeros)という．さらに

G(z) = 0ならば，z ∈ CをG(s)のブロッキング零点 (blocking zeros) と
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いう．

明らかに，ブロッキング零点は伝達零点である．１入出力系の伝達関数では，ブ

ロッキング零点と伝達零点は一致する．伝達零点の定義は正方でない伝達行列

に対しても成立することに注意する．なお，正方でその正規ランクが次元に等

しい伝達行列の場合，伝達零点はdet(G(z)) = 0を満たすすべての zに一致す

る．なぜなら，G(s)の次元をm × mとすると，

zが伝達零点 ⇔ rank(G(z)) < normalrank(G(s)) = m ⇔ det(G(z)) = 0

となるからである．

例2.4 伝達行列

G(s) =

[
1

s+1
1

s+2
s

s+1
1

s+2

]
が正規ランク２を有する．その要素s/(s + 1)は零点0をもつが，

G(0) =

[
1 1/2

0 1/2

]
がランク落ちをしていないから，s = 0は伝達行列G(s)の伝達零点でない．

一方，s = 1においてG(s)は

G(1) =

[
1/2 1/3

1/2 1/3

]
であり，そのランクが１に落ちるからz = 1がG(s)の伝達零点である．つまり，要素

の零点でない複素数も伝達行列の伝達零点となる可能性がある． 2

零点方向 ここで，a.e.(almost everywhere)で「ほとんどすべての…に対し

て」を表すことにする．伝達零点に対応する零点ベクトルは次のように定義さ

れるベクトルである．

定義2.7 次式を満たす非零ベクトルuを伝達行列G(s)のzにおける右零

点方向 (right zero direction)という．

G(s)u 6= 0, a.e. s ∈ C かつ G(z)u = 0 (2.55)

そして，次式を満たす非零ベクトルvを伝達行列G(s)のzにおける左零点

方向 (left zero direction)という．

v∗G(s) 6= 0, a.e. s ∈ C かつ v∗G(z) = 0 (2.56)

ちなみに，例2.4の零点z = 1に対応する右零点方向は [1 − 1]T である．
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各零点方向の定義において，一番目の条件は零点zに関係のない，G(s)の零

空間に含まれる定数ベクトルを排除するためのものである．例えば，

G(s) =

 1
s+1

1
s+2

2
s+1

2
s+2


に左からベクトルvT = [2 − 1]をかけると，vT G(s) = 0がすべてのsについ

て成立するが，このベクトルは零点となんら関係をもたない．実際，いまの伝

達行列は伝達零点を有しない．

伝達零点が入力を遮断する特性をもつことを次の補題に示す．

補題2.3 G(s)をp×mの伝達行列とし，(A,B,C,D)をその最小実現とす

る．z ∈ CはG(s)の伝達零点で，G(s)の極でないと仮定すると，G(z)u = 0

を満たす非零ベクトルu ∈ Cmに対し，初期状態x(0) = (zI −A)−1Buと

入力u(t) = ueztに対するG(s)の出力はy(t) ≡ 0である．

証明 まず，次の式変形が成立する．

G(s) = C(sI − A)−1B − C(zI − A)−1B + G(z)

= C(sI − A)−1[(zI − A) − (sI − A)](zI − A)−1B + G(z)

= −(s − z)C(sI − A)−1(zI − A)−1B + G(z)

上式に û(s) = u/(s − z)をかけ，与えられた条件を使うと

G(s)û(s) = −C(sI − A)−1(zI − A)−1Bu + G(z)u
1

s − z

= −C(sI − A)−1x(0)

を得る．したがって，出力応答のLaplace変換は

ŷ(s) = C(sI − A)−1x(0) + G(s)û(s) = 0

となり，よってy(t) = 0となる． ■

この補題は，伝達零点が右零点方向におけるある特別な入力信号，すなわち

伝達零点zを指数としてもつ指数信号を遮断できることを示している．

〔2〕 不 変 零 点

伝達行列の状態空間実現から零点を考える場合，不変零点という概念がある．

定義2.8 行列関数

Q(s) =

 A − sI B

C D

 (2.57)



2.6 極・零 点 と 応 答 45

をシステム (A,B,C,D)のシステム行列 (system matrix)と呼ぶ．このと

き，複素数z ∈ Cが

rank(Q(z)) < normalrank (Q(s)) (2.58)

を満たせば，システム (A,B,C,D)の不変零点 (invariant-zero)という．

このように定義された零点が不変零点と呼ばれる理由は，それが状態フィー

ドバックu = Fx + vに対して不変だからである．すなわち，状態フィードバッ

ク後の実現が (A + BF, B, C + DF, D)となるが，これに対して関係式

rank

 A + BF − sI B

C + DF D

 = rank

 A − sI B

C D

 (2.59)

が成立ち，両者の不変零点が同じとなる．この式は次のようにして分かる．正則

行列Y について rank(XY ) = rank(X)が成り立つ (補題A.2)．よって，恒等式 A + BF − sI B

C + DF D

 =

 A − sI B

C D

 I O

F I


より前述のランクに関する等式が成立する．

不変零点の零点方向 不変零点に対応する零点方向は次のように定義されるベ

クトルである．

定義2.9 次式を満たす非零ベクトル [ξT uT ]T が存在するとき，ξをシス

テム (A,B,C,D)のzにおける右零点状態方向 (right zero state direction)

といい，uをzにおける右零点入力方向 (right zero input direction)とい

う．また，[ξT uT ]T 自身も右零点方向と呼ぶ．

Q(s)

 ξ

u

 6= 0, a.e. s ∈ C かつ Q(z)

 ξ

u

 = 0 (2.60)

そして，次式を満たす非零ベクトル [ηT vT ]T が存在するとき，ηをシステ

ム (A,B,C,D)のzにおける左零点状態方向 (left zero state direction)と

いい，vをzにおける左零点出力方向 (left zero output direction)という．

また，[ηT vT ]T 自身も左零点方向と呼ぶ．

[η∗ v∗]Q(s) 6= 0, a.e. s ∈ C かつ [η∗ v∗]Q(z) = 0 (2.61)

不変零点zの右零点入力方向がu = 0であるとき，式
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Q(z)

 ξ

u

 =

 A − zI

C

 ξ = 0

が成り立つ．このとき，zが不可観測モードとなる．同様に，左零点出力方向

がv = 0であるとき不変零点zが不可制御モードとなる．

【例題2.4】 次の伝達行列の不変零点と零点方向ベクトルを求めよ．

G(s) =

[
1

s+1
1

s+2
s

s+1
1

s+2

]
=


−1 0 1 0

0 −2 0 1

1 1 0 0

−1 1 1 0


解答 rank(Q(0)) = 4はQ(0)の行列式の計算などで確かめられる．よって，シス

テム行列の正規ランクは4である．しかし，z = 1において

Q(1) =


−2 0 1 0

0 −3 0 1

1 1 0 0

−1 1 1 0


であり，その列ベクトルが関係式

−2

0

1

−1

 −


0

−3

1

1

 + 2


1

0

0

1

 − 3


0

1

0

0

 = 0

を満足する．すると，システム行列のランクが z = 1で3に落ちる．よって，z = 1

が不変零点となる．この点が伝達零点でもあることは前の例題ですでに示した．また，

２番目の式より ξ = [1 − 1]T，u = [2 − 3]T がQ(1)
[

ξ
u

]
= 0を満たすから，右

零点方向である．なお，左零点方向はη = [1 0]T，v = [1 − 1]T で与えられる．♦

不変零点には，伝達零点のほか，不可制御かつ不可観測モードの全体，並びに

不可制御モードと不可観測モードの一部もしくはすべてを含む．伝達行列の実

現が最小実現であるとき，伝達零点と不変零点が一致する．この関係はKalman

の正準形式で示すことができる 5)．

再びシステム

G(s) =


1 0 1

0 1 1

1 1 0

 =
2

s − 1

を考えよう．そのシステム行列の正規ランクは3である．z = 1でランクが2に

落ちるので，この点は不変零点となる．しかし，この伝達関数は明らかに伝達

零点をもたない．この不変零点は不可制御かつ不可観測モードλ = 1に対応し
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ている．

2.6.4 次数差と無限零点

1入出力系の伝達関数

G(s) =
bm+1s

m + · · · + b2s + b1

sn + ansn−1 + · · · + a2s + a1
, bm+1 6= 0, n >= m (2.62)

において，分母多項式の次数nと分子多項式の次数mの差 r = n−m >= 0は伝

達関数の次数差 (relative degree)，もしくは相対次数と呼ばれる．例えば，

G(s) =
5s + 2

s3 + 2s2 + 3s + 4
の次数差は r = 3 − 1 = 2となる．この伝達関数にs2をかけると伝達関数

s2G(s) = s2 5s + 2
s3 + 2s2 + 3s + 4

が得られるが，この伝達関数は非零の直達項 lim
s→∞

s2G(s) = 5をもつ．sが微分

器であることを考えると，このことは伝達関数の出力を次数差回微分してはじ

めて入力が直接現れることを意味する．このことは状態空間で見るともっと明

確になる．上述の伝達関数G(s)が次の実現をもつ．

ẋ = Ax + bu, y = cx (2.63)

A =


0 1 0

0 0 1

−4 −3 −2

 , b =


0

0

1

 , c = [2 5 0]

出力の１階導関数と２階導関数はそれぞれ

ẏ = cẋ = cAx + cbu (2.64)

ÿ = cAẋ + cbu̇ = cA2x + cAbu + cbu̇ (2.65)

となるが，cb = 0, cAb = 5より出力yの２階導関数に入力uがはじめて現れる．

よって，状態空間実現

ẋ = Ax + bu, y = cx (2.66)

を有する１入出力系においては，次数差は次式を満たす正数 rと定義すること

ができる．

cb = cAb = · · · = cAr−2b = 0, cAr−1b 6= 0 (2.67)

ところで，次数差 r > 0の伝達関数において s → ∞とすると，G(s) → 0と

なる．この意味でs = ∞をG(s)の無限遠点における零点として理解すること

ができる．そこで，次数差 r(> 0)の伝達関数が r個の無限零点をもつと定義す
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る．有限零点の数はn − rなので，無限零点と有限零点の数の合計は極の数と

一致する．前記の例では有限零点が一つ，無限零点が二つである．

多入出力系では，出力ごとに次数差を考えることができる．すなわち，i番目

の出力yiを ri回微分して初めて入力が現れるとき，この出力に関する次数差を

riと定義する．ここで，多入出力系の状態方程式を

ẋ = Ax + Bu, y = Cx (2.68)

とし，出力行列Cを行ベクトルを用いて

C = [cT
1 · · · cT

p ]T (2.69)

と表したとき，i番目の出力yiに関する次数差 riは

ciB = ciAB = · · · = ciA
ri−2B = 0, ciA

ri−1B 6= 0 (2.70)

を満たす正数となる．また，このシステム全体は (ベクトル)次数差 (r1, · · · , rp)

をもつという．

2.7 逆 シ ス テ ム

正方システムG(s)に入力uを印加すると，信号

ŷ(s) = G(s)û(s) (2.71)

が出力される．逆に信号yからuを逆算したいとき，

û(s) = G−1(s)ŷ(s) (2.72)

で計算できる．G−1(s)はG(s)の逆システム (inverse system)と呼ばれる．た

だし，G(s)がプロパーであっても，G−1(s)は一般にプロパーになるとは限ら

ない．直達項Dが正則のときに限ってプロパーな逆システムをもつ．ここで，

この場合についてG−1(s)の公式を導いておこう．

G(s) = (A,B,C,D)で，Dを正則とする．y = Cx + Duからまず

u = −D−1Cx + D−1y (2.73)

を得る．次に，この式を状態方程式 ẋ = Ax + Buに代入すると

ẋ = (A − BD−1C)x + BD−1y (2.74)

が成り立つ．これはyを入力，uを出力とする逆システムの状態方程式である．

したがって，逆システムG−1(s)は次式のプロパーな実現をもつ．
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G−1(s) =

 A − BD−1C BD−1

−D−1C D−1

 =

 A − BD−1C −BD−1

D−1C D−1

(2.75)

2.8 システムの結合関係

システム間の結合関係には，直列 (cascade connection)，並列 (parallel con-

nection)とフィードバック結合 (feedback connection)がある．さらに，もっと

も一般的なシステム結合として，LFT結合 (線形分数変換)がある．

以下では，二つの線形系

G1(s) = (A1, B1, C1, D1), G2(s) = (A2, B2, C2, D2) (2.76)

に関する結合の公式を調べよう．

2.8.1 直 列 結 合

まず，図2.7 に示されるのは直列結合である．ŷ = G1ŷ2 = G1G2ûより，直

列結合は伝達行列の乗算と対応する．ここで，G1の状態をx1，G2の状態をx2

とおく．信号の結合関係より，状態方程式は

ẋ1 = A1x1 + B1y2, y = C1x1 + D1y2

ẋ2 = A2x2 + B2u, y2 = C2x2 + D2u

となる．y2 = C2x2 + D2uを ẋ1とyに代入すると

ẋ1 = A1x1 + B1C2x2 + B1D2u

y = C1x1 + D1C2x2 + D1D2u

を得る．したがって，全体の状態を [xT
1 xT

2 ]T とするとき A1 B1

C1 D1

 A2 B2

C2 D2

 =


A1 B1C2

0 A2

B1D2

B2

C1 D1C2 D1D2

 (2.77)

が成り立つ．また，全体の状態を [xT
2 xT

1 ]T としたとき A1 B1

C1 D1

 A2 B2

C2 D2

 =


A2 0

B1C2 A1

B2

B1D2

D1C2 C1 D1D2

 (2.78)

を得る．
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y2 = u1

yu G2 G1

図2.7 直列結合

G1

G2

yu

y1

y2

図2.8 並列結合

2.8.2 並 列 結 合

一方，図2.8に示す並列結合は伝達行列の和算G1 + G2に対応する．直列の

場合と同様にしてその実現 A1 B1

C1 D1

 +

 A2 B2

C2 D2

 =


A1 0

0 A2

B1

B2

C1 C2 D1 + D2

 (2.79)

を導出できる．

2.8.3 フィードバック結合

さらに，図2.9に示されるのはフィードバック結合であり，その伝達行列は

H(s) = (I + G1G2)−1G1

=


A1 − B1D2R

−1
12 C1 −B1R

−1
21 C2 B1R

−1
21

B2R
−1
12 C1 A2 − B2D1R

−1
21 C2 B2D1R

−1
21

R−1
12 C1 −R−1

12 D1C2 D1R
−1
21

(2.80)

となる．ただし，R12 = I + D1D2，R21 = I + D2D1である．導出は状態方

程式を用いた式変形で行えるので，各自で試されたい．

なお，フィードバック結合においてG2(s) = D2の場合が多い．このとき，上

式の２行目と２列目のブロックはなくなり，伝達行列が次式になる．

H(s) = (I+G1D2)−1G1 =

 A1 − B1D2R
−1
12 C1 B1R

−1
21

R−1
12 C1 D1R

−1
21

(2.81)

G1

G2

yu −

図2.9 フィードバック結合

2.8.4 LFT 結 合

ここで伝達行列M(s)を次のように分割した伝達行列とし，
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M(s) =

 M11 M12

M21 M22

 ((p1 + p2) × (q1 + q2)) (2.82)

X`(s) (q2 × p2)，Xu(s) (q1 × p1)を伝達行列とする．(I − M22X`)が正則の

とき，X`に関する下LFTを

F`(M,X`) := M11 + M12X`(I − M22X`)−1M21 (2.83)

と定義する．同様に，(I − M11Xu)が正則のとき，Xuに関する上LFT を

Fu(M,Xu) = M22 + M21Xu(I − M11Xu)−1M12 (2.84)

のように定義する．これらはすべて線形分数変換 (LFT, linear fractional trans-

formation)と呼ばれる変換である．上述LFTの中の行列M(s)を係数行列 (co-

efficient matrix)と呼ぶ．「下LFT」や「上LFT」はF`(M,X`)とFu(M,Xu)

のブロック線図 (図2.10)に由来している．

M

X`

¾
¾¾

-

z1 w1

u1y1

下LFT

Xu

M ¾ w2¾

-

¾z2

y2 u2

上LFT

図2.10 LFTの図表現

図2.10において，左の図は入出力関係 ẑ1

ŷ1

 = M

 ŵ1

û1

 =

 M11 M12

M21 M22

 ŵ1

û1

 (2.85)

û1 = X` ŷ1

を表しており，右の図は入出力関係 ŷ2

ẑ2

 = M

 û2

ŵ2

 =

 M11 M12

M21 M22

 û2

ŵ2

 (2.86)

û2 = Xu ŷ2

を表している．左図のw1 7→ z1の伝達行列を求めてみよう．û1 = X` ŷ1を ŷ1

に代入すれば

ŷ1 = M21ŵ1 + M22X`ŷ1 ⇒ ŷ1 = (I − M22X`)−1M21ŵ1

が得られる．これをさらに ẑ1に代入すると

ẑ1 = M11ŵ1 + M12X`(I −M22X`)−1M21ŵ1 = F`(M，X`)ŵ1(2.87)

を得る．すなわち，w1 7→ z1の伝達行列はF`(M，X`)である．同様に，右図で
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w2 7→ z2の伝達行列はFu(M，Xu)である．

前に述べた伝達関数のフィードバック結合や直列，並列結合は，すべてLFT結

合の特別な場合である．例えば，M22 = 0のとき，F`(M，I)はM11とM12M21

の並列であり，M11 = 0，M22 = 0のとき，F`(M, I)はM12とM21の直列で

ある．

以下，伝達行列

P (s) =


A B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21 0

 , K(s) =

 AK BK

CK DK

 (2.88)

のLFT結合F`(P, K)に関する状態空間実現を示しておこう．ここで，P (s)の

状態をx，K(s)の状態をxKとし，入出力関係を ẑ

ŷ

 = P

 ŵ

û

 , ẑ = F`(P, K)ŵ (2.89)

とする．ŵ(s)と ẑ(s)の関係を導ければよい．そこで，まずy = C2x+D21wを

uと ẋKに代入する．

u = CKxK + DK(C2x + D21w) = DKC2x + CKxK + DKD21w

ẋK = AKxK + BK(C2x + D21w) = BKC2x + AKxK + BKD21w

このuをさらに ẋとzに代入すると，

ẋ = Ax + B1w + B2(DKC2x + CKxK + DKD21w)

= (A + B2DKC2)x + B2CKxK + (B1 + B2DKD21)w

z = C1x + D11w + D12(DKC2x + CKxK + DKD21w)

= (C1 + D12DKC2)x + D12CKxK + (D11 + D12DKD21)w

を得る．これらの式をベクトル形式にまとめると

F`(P, K) =


A + B2DKC2 B2CK B1 + B2DKD21

BKC2 AK BKD21

C1 + D12DKC2 D12CK D11 + D12DKD21

 (2.90)

が得られる．

2.8.5 結合系の可制御性・可観測性

システムを結合したとき，もとのシステムの実現が可制御かつ可観測であっ

ても，結合後のシステムは可制御，可観測になるとは限らない．例えば，直列
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結合の場合には極と零点の相殺が起きるかもしれないし，同じ動的システムを

並列結合すると状態は独立に制御/観測できなくなる．

例題2.2ではG1 = (s+1)/(s+2)とG2 = 1/(s+1)が直列するとき (図2.2)，

s = −1において極と零点の相殺が起き，システム全体としては不可制御になっ

た．これは，極零相殺によりG2の極を入力で制御できなくなるためである．ま

た，伝達関数 (s + 1)/(s + 2)と1/(s + 1)の位置を入れ替えた例題2.3(図2.3)

では，極零相殺により1/(s + 1)の極の応答が出力に伝わらず，出力にこの極に

対応する状態の情報を含まないため，システム全体としては不可観測となった．

これらの例題で示したことは一般的にいえる．図2.11の直列システムに対す

る結論が表2.1にまとめられている．

表2.1 極零相殺と可制御性・可観測性の関係

G1の零点とG2の極の相殺 不可観測

G1の極とG2の零点の相殺 不可制御

y2 = u1

yu G2 G1

図2.11 極零相殺と可制御性・可観測性

システム応答の有界性の立場から，右半面と虚軸近傍における極零相殺は避

けるべきである．具体的な理由については，3.1.4項に譲る．

また，例題2.2と例題2.3では同じ動特性をもつ二つのシステムが並列に結合

するとき，その極が不可制御かつ不可観測になることを示した．一般に，共通

の極を有する二つのシステムを並列結合するとき，その共通極は不可制御かつ

不可観測になる可能性がある．

練 習 問 題

2.1 次の線形システムの解を求めよ．

ẋ =

[
0 1

−1 0

]
x, x(0) =

[
0

1

]
2.2 線形システム

ẋ =

[
0 1

−2 −2

]
x +

[
1

1

]
u, y = [1 2]x

の単位ステップ出力応答を求めよ．ただし，x(0) = 0である．
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2.3 次の線形システムに関する設問に答えよ．

ẋ =

[
0 1

−2 0

]
x +

[
0

1

]
u, y = [0, 1]x

(a) u 7→ yの伝達関数およびその極を求め，インパルス応答の特徴を述べよ．

(b) このシステムの可制御性，可観測性を吟味せよ．

2.4 次の線形システムに関する設問に答えよ．

ẋ(t) =

[
0 1

1 0

]
x(t) +

[
0

1

]
u(t), y(t) = [1 1]x(t)

(a) x(0) = 0，u(t) ≡ 1, t ≥ 0の場合, まず状態x(t)の応答をLaplace変換

で求め, それから出力y(t)の応答を求めなさい．また, この二つの応答の

特徴を比較せよ．

(b) 可制御性と可観測性を判定せよ．そして，(a)項の二つの応答の違いにつ

いてその理由を説明せよ．

(c) 入力uから出力yまでの伝達関数を求めよ．

2.5 次のシステムが与えられたとする．

ẋ =

[
0 1

0 −1

]
x +

[
0

1

]
u, y = [1, 0]x

(a) 行列指数関数eAtを計算せよ．

(b) 初期状態がx(0) = 0で，入力がu(t) = sin t (t >= 0)のとき，出力y(t)の

応答を求めよ．

(c) このシステムの可制御性，可観測性について調べよ．

2.6 次のシステム

ẋ =

[
0 1

1 0

]
x +

[
0

1

]
u， y = [1, −1]x

に対して対角変換を行い，対角変換したシステムのブロック線図に基づいて可

制御性と可観測性を考察せよ.

2.7 以下の二つのシステム

G1

{
ẋ1 = ax1 + u1

y1 = x1

, G2

{
ẋ2 = ax2 + u2

y2 = 2x2

をu1 = u2 = u，y = y1 + y2となるように結合させる．

(a) システムをブロック線図で表し，この結合の名称を述べよ．

(b) x = [x1 x2]
T とおき，システム全体の状態方程式と出力方程式を書け．

(c) その可制御性と可観測性について調べよ．

(d) (c)で得られた結論に対してその物理的理由を述べよ．
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2.8 二つのシステム

G1

{
ẋ1 = −x1 + u1

y1 = x1

, G2

 ẋ2 =

[
0 1

−4 −4

]
x2 +

[
0

1

]
u2

y2 = [1 1]x2

を直列に結合する．全体システムの入力をu，出力をyと書く．

(a) u1 = y2のように結合したとき，u, yがどの信号になるかを答えよ．さら

に，全体のシステムが不可制御となることを示せ．

(b) u2 = y1のように結合したとき，u, yがどの信号になるかを答えよ．さら

に，全体のシステムが不可観測となることを示せ．

(c) G1とG2の伝達関数を求め，両者が直列したときに不可制御/不可観測と

なる原因を説明せよ．

2.9 次の係数行列で与えられるシステムについて考える．

A =

 −1 1 1

0 0 1

0 −4 −4

 , b =

 0

0

1

 , c = [1 0 0]

(a) 可制御性と可観測性を調べよ．

(b) 不変零点と左零点方向を求めよ．左零点出力方向にどのような特徴があ

り，求まった不変零点にどのような性質があるか．

2.10 次の係数行列で与えられるシステムについて考える．

A =

 −1 0 0

0 0 1

1 −4 −4

 , b =

 1

0

0

 , c = [0 1 1]

(a) 可制御性と可観測性を調べよ．

(b) 不変零点と右零点方向を求めよ．右零点入力方向にどのような特徴があ

り，求まった不変零点にどのような性質があるか．

2.11 行列A ∈ Rn×nの固有値がすべて相異なるとする．このとき，伝達行列C(sI−
A)−1BはAの右固有ベクトル qi ∈ Rnと左固有ベクトルpi ∈ R1×nを使って

C(sI − A)−1B =
∑

i

CqipiB

s − λi

と書けることを示せ．さらに，モードλiが可制御となるための必要十分条件は

piB 6= 0であり，λiが可観測となるための必要十分条件はCqi 6= 0であること

を示せ．(ヒント：付録A練習問題A.11を参照)

2.12 (A, B)が可制御できるとする．このとき，対([
A 0

C 0

]
,

[
B

0

])
が可制御となるための必要十分条件は

[
A B
C 0

]
が行フルランクであることを

証明せよ．
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線形システムの安定性

本章では，線形システムの安定性，すなわちシステム内部の信号の有界性や

収束性について議論し，そのためのさまざまな条件を紹介する．

ここでは，状態x(t)，入力u(t)，出力y(t)の状態方程式

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.1)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (3.2)

もしくは等価的に伝達行列G(s) = (A, B, C, D)で与えられる線形システム

について考える．

3.1 安定性の概念

本節では，入出力安定性の概念，内部安定性の概念および状態の安定性の概

念を導入し，それらの関係を明らかにする．

3.1.1 入出力安定性

制御システムに対する基本仕様の一つは，システムに任意の有界入力を印加

したとき，出力が発散しないことである．これを入出力安定性 (bounded-input

bounded-output stability)という．つまり，零初期状態のもとで図3.1のシス

テムに任意の有界入力uを加えたとき，出力yも有界でなければならない．数

学的には，これは

|u(t)| <= c < ∞, ∀ t ならば |y(t)| <= M < ∞, ∀ t (3.3)

と表現される．また，多入出力系の場合，絶対値の代わりにベクトルノルムを

用いて記述される．すなわち
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‖u(t)‖ <= c < ∞, ∀ t ならば ‖y(t)‖ <= M < ∞, ∀ t (3.4)

が入出力安定条件となる．ここでは，どのベクトルノルムを使ってもよい．

yu G

x(0)

図3.1 入出力安定性

ここで，入出力安定のための条件を見てみよう．図3.1に示される１入出力系

において，初期状態x(0) = 0とする．また，G(s)の単位インパルス応答をg(t)

で表す．Laplace変換の性質によると，出力y(t)は畳み込み積分

ŷ(s) = G(s)û(s) ⇒ y(t) =
∫ t

0

g(τ)u(t − τ)dτ (3.5)

で与えられる 3)．入力がすべての時間に対して |u(t)| <= cを満たすとき，

|y(t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

g(τ)u(t − τ)dτ

∣∣∣∣ <=

∫ t

0

|g(τ)| · |u(t − τ)|dτ

<= c

∫ t

0

|g(τ)|dτ <= c

∫ ∞

0

|g(τ)|dτ (3.6)

が成り立つ．したがって，
∫ ∞
0

|g(t)|dtが有界ならば，y(t)も有界となる．逆に，

入力を次の特別なもの

u(τ) =
g(t − τ)
|g(t − τ)|

⇒ |u(τ)| =
|g(t − τ)|
|g(t − τ)|

= 1 (3.7)

に選んだとき，その出力応答は

y(t) =
∫ t

0

g(τ)u(t − τ)dτ =
∫ t

0

g(τ)
g(τ)
|g(τ)|

dτ =
∫ t

0

|g(τ)|dτ

⇒ |y(t)| =
∫ t

0

|g(τ)|dτ (3.8)

となる．システムが安定であるとき，|y(∞)| < ∞となるから
∫ ∞
0

|g(t)|dt < ∞

でなければならない．以上の結果を次の定理にまとめる．

定理3.1 １入出力システムG(s)が入出力安定となるための必要十分条

件は ∫ ∞

0

|g(t)|dt < ∞ (3.9)

で与えられる．また，多入出力系の場合単位インパルス応答行列をg(t) =

L−1[G(s)]とすると，入出力安定条件は∫ ∞

0

‖g(t)‖dt < ∞ (3.10)
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となる．ただし，‖g(t)‖は誘導ノルムである†．

しかし，この条件ではインパルス応答の絶対積分を計算する必要があるので，

使いづらい．そこで，以下ではもっと簡便な条件を導出する．

まず，伝達行列 (関数)の安定性を定義しておく．

定義3.1 伝達行列 (関数)G(s)の極がすべて負の実部をもつとき，G(s)が

安定 (stable)であるという．逆に，G(s)の極がすべて零以上の実部をもつ

とき，G(s)が完全不安定 (anti-stable)であるという．また，G(s)に一つで

も非負の実部をもつ極があるとき，G(s)が不安定 (unstable)であるという．

完全不安定な伝達関数は不安定であるが，不安定な伝達関数がすべて完全不

安定になるわけではない．

例3.1 伝達関数

G1(s) =
1

(s + 2)(s + 5)

の極がp = −2, −5であり，安定である．これに対して，伝達関数

G2(s) =
1

(s − 2)(s − 5)

の場合，極がp = 2, 5であるので，完全不安定である．そして，伝達関数

G3(s) =
1

(s + 2)(s − 5)

は極がp = −2, 5であり，不安定である．しかし，完全不安定ではない． 2∫ ∞
0

|g(t)|dt(多入出力系の場合，
∫ ∞
0

‖g(t)‖dt)の有界性は伝達関数 (行列)G(s)

の安定性によって保証される．すなわち，

定理3.2 線形システムの入出力安定性はその伝達行列の安定性と等価で

ある．

証明 １入出力系について示す．まず，G(s)の極が重複しない場合について考える．

部分分数展開によって

G(s) =
∑ ci

s − pi
+ d ⇒ g(t) =

{ ∑
cie

pit + dδ(t), t >= 0

0, t < 0
(3.11)

が得られる．一般に，極は複素数であるので，pi = ai + jbiとおける．また，epit =

eaitejbitおよび |ejbit| ≡ 1を使うと∫ ∞

0

|g(t)|dt <=

∫ ∞

0

[∑
|ci|eait + |d|δ(t)

]
dt (3.12)

となる．ここで，三角不等式 |a + b| <= |a| + |b|を用いた．すべてのaiが負であると

き，上式の右辺は

† 誘導ノルムについては，A.9.1項を参照．
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|d| +
∑ |ci|

−ai
< ∞

となる．逆に，例えばa1 >= 0のとき，ea1tは発散するか定数になるので，その積分∫ ∞
0

ea1tdtが発散してしまう．

また，重複する極がある場合，例えばp = a + jbが2重極であるとき

G(s) =
c1

(s − p)2
+

c2

s − p
+ほか ⇒ g(t) = c1te

pt + c2e
pt +ほか (3.13)

となる．第1項の積分だけを調べればよい．a < 0とすると，簡単な計算より∫ ∞

0

∣∣teat
∣∣ dt =

∫ ∞

0

teatdt =
1

a2
< ∞

となることが分かる．よって，重複する極がある場合でもインパルス応答の絶対積分

が有界となり，入出力安定である． ■

例3.2 安定システムG(s) = 1/(s + 1)2の単位インパルス応答は

g(t) =

{
te−t, t >= 0

0, t < 0

である．よって，∫ ∞

0

|g(t)|dt =

∫ ∞

0

te−tdt = 1

となり，有界である．これに対して，不安定伝達関数G(s) = 2/(s− 1)(s + 1)の単位

インパルス応答は

g(t) =

{
et − e−t, t >= 0

0, t < 0

である．この場合，明らかに積分∫ T

0

|g(t)|dt = eT + e−T − 2

がT → ∞のときに発散する． 2

ここで，伝達関数極の実部が零のときにもシステムが不安定であることに注

意する．例えば，G(s) = 1/sの極はp = 0であるが，ステップ入力u(t) = 1を

印加すると，その出力がy(t) = tとなり，発散する．したがって，一部の教科

書でいわれている「臨界安定性」は無意味である．

3.1.2 状態の安定性

本節では，状態の安定性を導入する．これは初期状態に関する応答の原点へ

の収束性で定義される．外部入力がu(t) ≡ 0のとき，状態方程式 (3.1)は

ẋ(t) = Ax(t), x(0) 6= 0 (3.14)

となる．任意の初期状態に関する状態の応答が原点に収束するとき，すなわち

x(∞) = lim
t→∞

x(t) = 0 (3.15)

のとき，状態x(t)が安定であるという．
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以下では，その条件を導こう．2.6.1項によれば，(3.14)の応答は

x(t) = TeJtT−1x(0), t >= 0 (3.16)

eJt =


eJ1t

. . .

eJmt

 , eJit = eλit


1 t · · · 1

(ri−1)! t
ri−1

1
. . .

...
. . . t

1


で与えられる．一つでも実部が非負の固有値があると，状態を原点へ収束させな

いような初期状態が必ず存在するので，状態は安定でない．そして，Re(λi) < 0

ならば lim
t→∞

eλit = 0，および

lim
t→∞

tjeλit = lim
t→∞

tj

e−λit
= lim

t→∞

jtj−1

−λie−λit
= · · · = lim

t→∞

j!
(−λi)j

eλit = 0

が成り立つ (ド・ロピタルの定理による)．このことより状態の安定条件は以下

のようになる．

定理3.3 システム (3.14)の状態が安定となるための必要十分条件は，行

列Aのすべての固有値が負の実部をもつことである．

便宜上，この定理の条件を満たす行列を安定行列 (stable matrix)と呼ぶ場合

がある．

例3.3 例1.7の1自由度振動系は，外力がないとき

ẋ(t) = Ax(t) =

[
0 1

− K
M

0

]
x(t)

となる．A行列の固有値は特性多項式

det(sI − A) =

∣∣∣∣∣ s −1
K
M

s

∣∣∣∣∣ = s2 +
K

M

の根であり，λ = ±j
√

K
M
である．固有値の実部が零なので，この系は不安定である．

これはダンパ (摩擦)がないと，振動が止まらないという物理現象と一致する．ちなみ

に，減衰係数D > 0のダンパをつけると，状態方程式は

ẋ(t) = Ax(t) =

[
0 1

− K
M

− D
M

]
x(t)

となり，A行列の特性多項式が

|sI − A| = s2 +
D

M
s +

K

M

に変わる．その根は− D
2M

± 1
2

√
( D

M
)2 − 4 K

M
である．( D

M
)2 − 4 K

M
< 0のときは複素

数になり，そうでないときは実数となる．いずれの場合においても実部がすべて負で

ある．よって，安定である． 2
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なお，さらに利用しやすい方法は3.2節で述べる．

3.1.3 可安定性と可検出性

2.8.5項で述べたように，部分システムの実現が可制御・可観測であっても，

結合すると極零点相殺が起き，制御できない状態あるいは観測できない状態が

生じることがある．この場合，フィードバック制御によって閉ループ系の状態

を任意に制御できないが，少なくとも安定性は確保しておきたい．このことは

次の可安定性と可検出性の概念として定式化される．

定義3.2 A+BFを安定にする行列Fが存在すれば，式 (3.1)のシステム，

もしくは (A, B)が可安定 (stabilizable)であるという．

また，A + LCを安定化する行列Lが存在すれば，(C，A)が可検出 (de-

tectable)であるという．

定理2.1と定理2.2の拡張として次の二つの定理が成立する．

定理3.4 以下の命題は等価である．

(1) (A，B)が可安定である．

(2) すべての Re(λ) >= 0に対して，[A − λI B]が行フルランクをもつ．

(3) A + BFを安定にする行列F が存在する．

証明 (1)⇔(3)は定義そのものである．

(3)⇒(2)：あるRe(λ) >= 0の複素数λについて，[A − λI B]がフルランクでない

とすると

u∗ [A − λI B] = 0, u 6= 0

を満たすベクトルuが存在する．すると，任意の行列F に対して

u∗(A + BF ) = λu∗

が成立ち，λがA + BF の不安定固有値となるから，A + BF の安定性に反する．

(2)⇒(3)：補題2.2より，ある変換行列Tにより次の相似変換ができる．

T−1AT =

[
A1 A12

0 A2

]
, T−1B =

[
B1

0

]
ただし，(A1, B1)は可制御である．すると，A1 + B1F1を安定化する行列F1が存在

する†．式

T−1 [A − λI B]

[
T

I

]
=

[
A1 − λI A12 B1

0 A2 − λI 0

]
† このことについては，5.1.3項で説明する．
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より，命題 (2)が成立するとき，すべての Re(λ) >= 0に対してA2 − λIが正則でなけ

ればならない．すなわち，A2が安定である．したがって，行列F = [F1 0]T−1によっ

てA + BF は

A + BF = T

[
A1 + B1F1 A12

0 A2

]
T−1

のように安定化される． ■

次の定理は定理3.4の双対定理である．

定理3.5 以下の命題は等価である．

(1) (C，A)が可検出である．

(2) すべての Re(λ) >= 0に対し，
[

A − λI
C

]
が列フルランクをもつ．

(3) A + LCを安定にする行列Lが存在する．

(4) (AT , CT )が可安定である．

この二つの定理の本質は，制御/観測できない状態が安定となることを求めて

いるところにある．

例3.4 実現[
A B

C 0

]
=

 1 0 0

0 −1 1

1 0 0


について，その可安定性と可検出性を調べるとs = 1で

rank[A − I B] = rank

[
0 0 0

0 −2 1

]
= 1 6= 2

となり，可安定でない．実は極p = 1が不可制御となっている．一方，

rank

[
A − λI

C

]
= rank

 1 − λ 0

0 −1 − λ

1 0

 = 2 ∀Re(λ) >= 0

が成り立ち，よって可検出である．しかし，λ = −1のとき上式のランクが１に落ち

るので，観測できない極p = −1をもつ．ただし，この不可観測極は安定である．次

に，行列F とLを

F = [f1 f2], L = [l1 l2]
T

とおく．簡単な計算で

A + BF =

[
1 0

f1 f2 − 1

]
, A + LC =

[
1 + l1 0

l2 −1

]
を得る．f2 < 1とすれば固有値f2−1が安定になるが，もう一つの固有値1が変わらず，

A + BF は安定化できない．一方，A + LCの場合固有値−1が安定なので，l1 < −1

とすればもう一つの固有値1 + l1も安定となり，A + LCは安定化される． 2
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3.1.4 内部安定性

これまでには，与えられたシステムの安定性について説明してきた．本項で

はフィードバック系の安定性を考える．フィードバック系では，制御対象と制

御器が結合して閉ループを構成している．このような閉ループ系の安定性を考

えるには，一つの閉ループ伝達関数の安定性だけでは不十分である．これは次

の例に見られるように，極零点相殺の可能性があるからである．

例3.5 図3.2のフィードバック系において，制御対象と制御器はそれぞれ

P (s) =
1

s − 1
， K(s) =

s − 1

s
であるとする．P (s)とK(s)の間に不安定な極p = 1と不安定な零点 z = 1の相殺が

起きているからP (s)K(s) = 1/sとなる．このとき，目標値 rから出力yまでの伝達

関数Hyr(s)は

Hyr(s) =
PK

1 + PK
=

1

s + 1
(3.17)

となり，安定である．しかし，外乱dから出力yまでの伝達関数は

Hyd(s) =
P

1 + PK
=

1
s−1

1 + 1
s

=
s

(s − 1)(s + 1)
(3.18)

であり，明らかに不安定である．したがって，外乱応答は発散する． 2

実システムは常に外乱と雑音の影響を受けるので，不安定な極零点相殺が起

きると，システムは暴走してしまう．したがって，不安定な極零点相殺は許さ

れない．これを保証できるのが，一つは閉ループ系状態の安定性であり，もう

一つは次に述べる内部安定性である．両者が等価であることは後に示す．

定義3.3 図3.2の閉ループ系において，外部信号 (r, d) からシステムの

内部信号 (y, u) までの四つの伝達行列 PK(I + PK)−1 P (I + KP )−1

K(I + PK)−1 −KP (I + KP )−1

 (3.19)

がすべて安定のとき，閉ループ系を内部安定 (internal stability)という．

PK−
ue y

d

r

図3.2 内部安定性

〔1〕 既 約 分 解 以下，内部安定性を調べる方法について考える．こ

こで有理関数の既約分解をまず説明しておく．一般に，有理関数はその分母多

項式と分子多項式の比で表されるが，分母と分子多項式に同じ多項式因子があっ
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てもその比は変らないから，分母分子多項式のとり方は一意ではない．そこで，

特に共通多項式因子をもたない分母分子多項式による有理関数の分解を既約分

解 (coprime factorization)と呼ぶ．例えば，伝達関数

G(s) =
s + 2

s(s + 1)(s + 5)
をG(s) = N(s)/M(s)に分解したとき，N(s) = s+2,M(s) = s(s+1)(s+5)

ならば分解は既約である．しかし，N(s) = (s + 2)(s + 10),M(s) = s(s +

1)(s + 5)(s + 10)の場合は既約でない．

１入出力系について，次の定理が成り立つ．

定理3.6 １入出力系において，制御対象と制御器を

P (s) =
NP (s)
MP (s)

, K(s) =
NK(s)
MK(s)

(3.20)

のように分母分子多項式の比に既約分解する．そして，特性多項式

p(s) = NP (s)NK(s) + MP (s)MK(s) (3.21)

を作る．このとき，内部安定性はこの特性多項式の根がすべて負の実部を

もつこと†と一致する．

証明 PK
1+PK

+ 1
1+PK

= 1が成立するので， PK
1+PK

の安定性は 1
1+PK

の安定性と等

価である．ゆえに，内部安定性は伝達行列

H(s) =

[
PK

1+PK
P

1+PK
K

1+PK
1

1+PK

]
(3.22)

の安定性と等価となる．P (s)とK(s)の既約分解の式を代入すると

H(s) =
1

p

[
NP NK NP MK

MP NK MP MK

]
=

1

p

[
NP

MP

]
[NK MK ] (3.23)

のように書ける．明らかに，特性多項式p(s)の根がすべて安定であれば，閉ループ系

は内部安定である．逆に，閉ループ系が内部安定のとき，特性多項式に不安定な根が

あるとすると，この根はH(s)の分子行列の零点によって消去されなければならない．

ところが，既約性の仮定から [NP MP ]T も [NK MK ]も零点をもたない．したがって，

閉ループ系が内部安定のとき，特性多項式に不安定な根をもってはいけない． ■

多入出力系に関しては，多項式による既約分解の代わりに安定伝達行列によ

る既約分解を用いれば，この定理を拡張することができる 2)．

さらに，内部安定性の定義にある四つの伝達行列はこのフィードバック系の閉

ループ伝達行列をすべて包含している．よって，プラントP (s)と制御器K(s)

† このようなp(s)を安定多項式 (stable polynomial)もしくはHurwitz多項式

(Hurwitz polynomial)と呼ぶ場合がある．
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自身に不安定な隠れモード††がなければ，閉ループ内のあらゆる信号の安定性

が内部安定性によって自動的に保証される．厳密には，次の定理のようになる．

定理3.7 図3.2の閉ループ系において，プラントP (s)と制御器K(s)の

実現を

P (s) = (AP , BP , CP , 0), K(s) = (AK , BK , CK , DK)

とし，プラントの状態をxP，制御器の状態をxKとする．このとき，以下

の命題が等価である．

(1) 閉ループ系の状態 [xT
P xT

K ]T が安定である．

(2) 閉ループ系が内部安定，かつ，上記実現が可安定可検出である．

証明 まず与えられた実現が可安定あるいは可検出でなければ，状態xP またはxK

に不安定な隠れモードをもつことになる．よって，[xT
P xT

K ]T が安定である場合，対

応する実現は可安定かつ可検出でなければならない．次に，信号関係より状態方程式

はそれぞれ

ẋP = AP xP + BP (u + d), y = CP xP

ẋK = AKxK + BK(r − y), u = CKxK + DK(r − y)

となる．これらの式を整理すると，閉ループ系の状態方程式は[
ẋP

ẋK

]
= A

[
xP

xK

]
+

[
BP DK BP

BK 0

][
r

d

]
(3.24)[

y

u

]
=

[
CP 0

−DKCP CK

][
xP

xK

]
+

[
0 0

DK 0

][
r

d

]
(3.25)

A =

[
AP − BP DKCP BP CK

−BKCP AK

]
(3.26)

となる．(r, d) から (y, u) までの伝達行列の分母多項式は |sI − A|であるので，A

が安定，すなわち閉ループ系の状態が安定であれば，内部安定となる．

逆に，閉ループ系が内部安定であればA行列も安定となることを示そう．もしAが

不安定固有値λをもつと，閉ループ系の内部安定性よりλは外部入力 (r, d)から不可制

御か内部信号 (y, u)から不可観測でなければならない．不可観測の場合，非零のベク

トル [vT wT ]T があり[
AP − BP DKCP BP CK

−BKCP AK

][
v

w

]
= λ

[
v

w

]

†† 不可制御あるいは不可観測の状態を隠れモード (hidden mode)という．
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CP 0

−DKCP CK

][
v

w

]
= 0

を満たす．２番目の式から

CP v = 0, CKw = 0 (3.27)

が導かれ，これを１番目の式に代入すると

AP v = λv, AKw = λw (3.28)

を得る．制御対象と制御器の実現が可安定かつ可検出である仮定より，v = 0, w = 0

となるので，λは不可観測にならない．同様に，λが不可制御にならないことも証明で

きる．つまり，Aは安定でなければならない． ■

〔2〕 内部安定性の判定法 以上の二つの定理に基づいて，内部安定性

を判定する方法は次の二通りに分かれる．

• 特性多項式を用いる方法 (１入出力系)

この方法では，定理3.6に従い，既約分解のもとで特性多項式を作り，次

に特性多項式の根を直接求めるか後述のRouth-Hurwitzの安定判別法を

用いて特性多項式の根の安定性を調べる．

• 状態空間法 (多入出力系)

この方法では，各部分システムの状態方程式から閉ループ伝達行列の状

態空間表現を求め，そのA行列の固有値を調べることによって内部安定

性を判別する．なお，閉ループ系のA行列は式 (3.26)に示されている．

例3.6 例3.5について，上述の方法で内部安定性を再度確認しよう．

まず，特性多項式を使う方法では，制御対象と制御器はそれぞれ

P (s) =
NP

MP
, NP (s) = 1, MP (s) = s − 1

K(s) =
NK

MK
，NK(s) = s − 1，MK(s) = s

のように既約分解できる．すると，特性多項式は

p(s) = (s − 1)s + s − 1 = (s − 1)(s + 1)

となり，不安定な特性根1をもつから，閉ループ系は内部安定でないことが分かる．

次に，状態方程式による方法では，P (s)とK(s)の実現の一つは

P (s) = (1, 1, 1, 0)， K(s) = (0, −1, 1, 1)

である．すると，式 (3.26)から閉ループ系のA行列およびその固有値

A =

[
0 1

1 0

]
⇒ σ(A) = {1, −1}

を得る．同様に閉ループ系が不安定極1をもつ結論に達する． 2

3.2 安 定 判 別 法

本節では，さらに簡便に安定性を判別できる方法を紹介する．
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3.2.1 Routh-Hurwitzの安定判別法

これまでの安定条件では，安定性を調べるには特性多項式を解いて極を求め

る必要があった．しかし，システムの次数が高い場合，手計算はできなくなる．

また，数値計算に頼って求めることができるものの，特性多項式に未定のパラ

メータがある場合には対応できない．この問題に対して，RouthとHurwitzが

独立に特性多項式の係数だけで根の安定性を判別できる方法を発見した．以下，

この方法を述べる．

定理3.8 多項式

p(s) = sn + a1s
n−1 + · · · + an−1s + an (3.29)

の根がすべて負の実部をもつための条件は以下のようになる．

必要条件 a1 > 0, a2 > 0, . . . , an > 0

必要十分条件 Routh表1列目の要素がすべて正である．

ここで，Routh 表は次のように多項式の係数から構成される．

第1行 sn 1 a2 a4 · · ·

第2行 sn−1 a1 a3 a5 · · ·

第3行 sn−2 b1 b2 b3 · · ·

第4行 sn−3 c1 c2 c3 · · ·
...

...
...

第n − 1行 s2 p1 p2

第n行 s1 q1

第n + 1行 s0 r1

第1, 2行はp(s)の係数を次数の高い順に一つずつ交互に第1行，第2行に入れ

込むことで作られる．そして，第3行以下の行の要素は次のように計算される．

b1 = − 1
a1

∣∣∣∣∣∣ 1 a2

a1 a3

∣∣∣∣∣∣ , b2 = − 1
a1

∣∣∣∣∣∣ 1 a4

a1 a5

∣∣∣∣∣∣ , · · ·

c1 = − 1
b1

∣∣∣∣∣∣ a1 a3

b1 b2

∣∣∣∣∣∣ , c2 = − 1
b1

∣∣∣∣∣∣ a1 a5

b1 b3

∣∣∣∣∣∣ , · · ·

...

r1 = − 1
q1

∣∣∣∣∣∣ p1 p2

q1 0

∣∣∣∣∣∣
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つまり，i行目の j番目の要素を計算するのに，その直前の二つの行から取り出

した1列目と j + 1列目で作った行列式を用いる．第3行以下の行の要素は順次

一つずつ減っていく．n + 1行目まで計算しなければならない．また，計算に際

し要素が不足するとき，0で補う．

さらに，次のことも知られている．

Routh表第1列の要素の符号変化回数=開右半面にある根の数

ただし，+, −, +のような符号の変化は２回として数える．つまり，正から負

は１回，負から正も１回の符号変化として数える．

Routh-Hurwitz法による安定性判別の手順は次のようになる．

1. 必要条件をチェックし，満たさなければ止める．

2. Routh表を作り，必要十分条件をチェックする．

例3.7 次の多項式について，その根の安定性を調べよう．

p(s) = s4 + 9s3 + 28s2 + 38s + 24(= (s + 3)(s + 4)((s + 1)2 + 1)))

必要条件は明らかに満足されている．Routh表は次のように求められる．
s4 1 28 24

s3 9 38 0

s2 b1 = 23.78 b2 = 24

s1 c1 = 28.91 0

s0 d1 = 24
ただし，各係数は次の計算より得られた．

b1 = −1

9

∣∣∣∣∣ 1 28

9 38

∣∣∣∣∣ = 23.78, b2 = −1

9

∣∣∣∣∣ 1 24

9 0

∣∣∣∣∣ = 24

c1 = − 1

23.78

∣∣∣∣∣ 9 38

23.78 24

∣∣∣∣∣ = 28.91

d1 = − 1

28.91

∣∣∣∣∣ 23.78 24

28.91 0

∣∣∣∣∣ = 24

１列目はすべて正なので，すべての根は複素左半面にあり，安定である． 2

Routh-Hurwitz判別法は，閉ループ系の安定性を補償する制御器パラメータ

の範囲を調べることにも使える．

例3.8 PI(比例積分)制御系を考える．プラントP (s)と補償器K(s)はそれぞれ

P (s) =
1

(s + 1)(s + 2)
, K(s) = KP +

KI

s
=

KP s + KI

s
(3.30)

で与えられる．閉ループ系の特性多項式は

p(s) = MP (s)MK(s) + NP (s)NK(s) = (s + 1)(s + 2)s + KP s + KI

= s3 + 3s2 + (KP + 2)s + KI (3.31)

である．Routh表は次のようになる．
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s3 1 KP + 2

s2 3 KI

s1 KP + 2 − KI/3 0

s0 KI

よって，閉ループ系が安定となるための必要十分条件は

KI > 0, KP + 2 − KI

3
> 0

となる．これを解くと，パラメータの安定範囲は

KI > 0, KP >
KI

3
− 2 (3.32)

であることが分かる．それを図示すると，図3.3の影の部分となる． 2

KI

KP

−2
6o

図3.3 パラメータの許容範囲

3.2.2 Nyquistの安定判別法

Nyquistによって発見された安定判別法は，開ループ系の周波数応答を用い

て閉ループ系の安定性を判定するものである．これを説明するために，まず周

波数応答の概念を復習しておく．

伝達関数G(s)に変数s = jωを代入して得られる関数G(jω)は周波数ω ∈

(−∞, ∞)の関数である．G(jω)はシステムの周波数応答 (frequency response)

と呼ばれる．周波数応答は複素関数であり，極座標上で

G(jω) = |G(jω)|ej 6 G(jω) (3.33)

と表せる．|G(jω)|はゲイン (gain)， 6 G(jω)は位相角 (phase angle)を表す．

周波数応答を複素平面上で−∞から∞までの周波数について描いた軌跡は

Nyquist軌跡 (Nyquist plot)という．軌跡の方向は反時計回りが正と定めら

れている．Nyquist安定判別法はこのNyquist軌跡を利用するものである．

定理3.9 図3.4に示す閉ループ系を考える．開ループ伝達関数G(s)の

Nyquist軌跡が臨界点 (−1, j0)を正の方向で回る回数をN，開ループ系の

開右半面極の数をPとする．このとき，閉ループ系が安定となるための必

要十分条件は

N = P (3.34)
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が成り立つことである．ただし，開ループ伝達関数G(s)が虚軸上の極をも

つとき，図3.5のようにその極を右半面上の半径 ε(¿ 1)の小半円で回避し

た閉曲線に沿った軌跡を使うとする．

yr G−

図3.4 単位フィードバック系

0 Re

Im

x

x

図3.5 開右半面を囲む閉曲線

臨界点 (−1, j0)を回る回数を数えるとき，正方向の回数は正，負の方向の回

数は負として数える．回数を数えるとき，自分がNyquist軌跡に沿って歩くこ

とを想像すればよい．

例3.9 開ループ伝達関数G(s)を

G(s) =
2

s(s + 1)

とする．閉ループ系の安定性を調べよう．図3.6は計算機で求めたNyquist軌跡を示す．

この伝達関数が原点に極を一つもち，この極を回避する小半円s = εejθ, θ ∈ (−π
2
, π

2
)

に沿ったG(s)の軌跡は計算機で描けない．しかし，この部分の軌跡は次のように調べ

ることができる．小半円の円周上で

G(s) =
2

εejθ(εejθ + 1)
≈ 2

εejθ
=

2

ε
e−jθ, ε ¿ 1

が成り立つから，この部分は半径 2
ε
で位相角がπ/2から−π/2に変化する軌跡となる．

すなわち，Nyquist軌跡は複素右半面で閉じる曲線となる。よって，Nyquist軌跡か

らN = 0が分かる．一方，G(s)が開右半面極をもたないからP = 0である．したがっ

て，閉ループ系は安定である．

Real Axis

Im
ag

in
ar

y 
A

xi
s

−2 −1.5 −1 −0.5 0

−20

−10

0

10

20

図3.6 Nyquist軌跡
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2

〔1〕 多入出力系のNyquist軌跡 この場合，Nyquist軌跡は

det(I + G(jω)) (3.35)

の軌跡に変り，臨界点も原点に変るが，安定条件は定理3.9とまったく同様であ

る．また，Nyquist安定判別法はむだ時間を含むシステムにも適用できる．さ

らに，周波数応答は実験的に得ることができるので，開ループ系の伝達関数が

未知であっても比例制御器 (P制御器)などの安定化パラメータの範囲を図的に

求めることが可能である．

3.2.3 Lyapunovの安定理論

状態の安定性を判別するとき，Lyapunovの安定理論が有効である．ここで，

次の形式の方程式をLyapunov方程式 (Lyapunov equation)と呼ぶ．

AT X + XA + Q = 0 (3.36)

ただし，A，Q = QT は与えられた正方の実行列である．この方程式が一意解

をもつための必要十分条件は，λi(A) + λj(A) 6= 0(∀i，j)である 6)．よって，A

が安定の場合必ず一意解をもつ．

Aの安定性と解Xの関係，および対 (Q, A)とXの関係を次の定理に示す．

定理3.10 XをLyapunov方程式 (3.36)の解とする．このとき，以下の

命題が成り立つ．

(1) Aが安定であるとき，Lyapunov方程式の解は次式によって与えられる．

X =
∫ ∞

0

eAT tQeAtdt (3.37)

(2) Q >= 0かつ (Q，A)が可観測であるとき，X > 0とAの安定性は等価

である．

(3) Q > 0のとき，X > 0とAの安定性は等価である．

(4) Aが安定であるとき，Q >= 0ならば，(Q，A)の可観測性とX > 0は等

価である．

証明 (1) 与えられたXを代入しeA∞ = 0を使うと，次のようにLyapunov方程式

を満たすことが確認できる．

AT X + XA =

∫ ∞

0

deAT tQeAt

dt
dt = eAT tQeAt

∣∣∣∞
0

= −Q
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(2) λをAの任意の固有値，u 6= 0を対応する固有ベクトルとする．式 (3.36)に左

からu∗，右からuをかけると

2Re(λ)u∗Xu + u∗Qu = 0 (3.38)

が成り立つ．X > 0のとき，u∗Xu > 0，u∗Qu >= 0となるので，Re(λ) <= 0となる．

もしRe(λ) = 0であれば，上式よりQu = 0を得る．しかしこのとき

(A − λI)u = 0, Qu = 0 (3.39)

が成立し，(Q, A)の可観測性に矛盾する．よって，Aが安定でなければならない．

逆に，Aが安定のとき，式 (3.37)よりXが半正定である。ẋ = Axの解がx(t) =

eAtx(0)であることに注意すれば，式 (3.37)の両辺にx(0)とその転置をかけると

xT (0)Xx(0) =

∫ ∞

0

xT (t)Qx(t)dt

が得られる．もしXが正定でなければ，Xx(0) = 0を満たすx(0) 6= 0が存在する．す

ると，上式よりx(t)が

Qx(t) ≡ 0, ∀t >= 0

を満たさなければならない．この式を時間について繰り返し微分すると

QAix(t) = 0, i = 0, . . . , n − 1, ∀t >= 0 (3.40)

を得る．これは (Q, A)の可観測性に矛盾する．よって，X > 0．

(3) 命題 (2)の証明よりも簡単なので，省略する．

(4) (Q，A)が可観測ならば，X > 0となることは上で示した．その逆だけを示す．

いま，X > 0であるが，(Q, A)は可観測でないとする．すると，あるλ ∈ σ(A)と

u 6= 0があり，式 (3.39)を満たす．式 (3.38)よりRe(λ) = 0という，Aの安定性に矛

盾した結論を得る． ■

この補題から分かるように，Lyapunov方程式は安定性の判別にだけでなく，

可制御性や可観測性の判別にも非常に役立つものである．ただし，本補題は与

えられたシステムの安定性の確認に使うよりも，制御系設計理論，特に最適制

御設計論など理論的構築の際の安定性の証明に用いられる場合が多い．

例3.10 ２次系について上記定理の命題 (2)を確かめよう．ここで，システムの係

数行列は

A =

[
0 1

−a1 −a2

]
⇒ |sI − A| = s2 + a2s + a1

で与えられるとする．するとa1, a2 > 0が安定条件となることはRouth-Hurwitz判

別法で容易に分かる．ここで，出力行列cを c = [1 0]とすると，(c, A)が可観測とな

る．Lyapunov方程式

XA + AT X + cT c = 0

において変数行列をX =
[

x1 x2
x2 x3

]
とおいて代入すると
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x1 − a2x2 − a1x3 = 0

x2 − a2x3 = 0

2a1x2 = 1

⇒

 1 −a2 −a1

0 1 −a2

0 2a1 0


 x1

x2

x3

 =

 0

0

1

 (3.41)

を得る．上式が一意解をもつために左辺の係数行列が正則であることは必要十分であ

る．係数行列の三角ブロック構造よりその正則性は右下の2 × 2ブロックの正則性と

等価になる．すなわち，∣∣∣∣∣ 1 −a2

2a1 0

∣∣∣∣∣ 6= 0 ⇐⇒ a1a2 6= 0 ⇐⇒ a1 6= 0, a2 6= 0 (3.42)

が一意解の存在条件となる．

さらに，Lyapunov方程式の展開式を順次解いていくと，

x2 =
1

2a1
, x3 =

1

a2
x2 =

1

2a1a2
, x1 = a2x2 + a1x3 =

a1 + a2
2

2a1a2

が得られる．よって，Lyapunov方程式の解は

X =
1

2a1a2

[
a1 + a2

2 a2

a2 1

]
=

1

2a1a2

[
1 a2

0 1

][
a1 0

0 1

][
1 0

a2 1

]
となる．したがって，以下の等価条件が成立する．

X > 0 ⇐⇒ 2a1a2 > 0, a1 > 0 ⇐⇒ a1 > 0, a2 > 0 (3.43)

この条件はRouth-Hurwitz判別法で導いたAの安定条件と同じである． 2

練 習 問 題

3.1 システムG(s) = s/(s2 + ω2) に以下の入力uを印加したときの出力yを求め

よ．この結果から何がいえるか．

(a) u(t) = 1(t) (b) u(t) = sin ωt

3.2 図3.7においてプラントP (s) = (s−1)/(s2−4)を１次の制御器C(s) = (b1s+

b0)/(s + a)で安定化することを考える．

(a) 閉ループ系の特性多項式を任意に与えられた多項式 p(s) = s3 + λ2s
2 +

λ1s + λ0にするパラメータ (a, b0, b1)が一意に存在することを示せ．

(b) 閉ループ極を−2, −1± j1に設定したとき，パラメータ (a, b0, b1)を具体

的に求めよ．以下，この条件のもとで設問 (c)，(d)を解く．

(c) k = 1のとき，単位ステップ状の目標値に対する出力の定常値を計算せよ．

(d) 定数目標値 rに対して出力yがy(∞) = rとなるように目標値の増幅ゲイ

ンkを決めよ．

PCkr y−

図3.7 閉ループ系

3.3 制御対象P (s) = 1/(s2 − 4)を制御器K(s) = (s− 2)/sで内部安定化できるか

について考察せよ．
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3.4 2章練習問題2.9，2.10のシステムについて可安定性および可検出性を調べよ．

3.5 Routh-Hurwitzの安定判別法を用いて, 以下の多項式の根がすべて負の実部を

もつために許されるKの値の範囲を求めよ．

(a) p(s) = s3 + 3s2 + Ks + 1 (b) p(s) = s4 + 4s3 + Ks2 + 4s + 1

3.6 次の自由システムについて係数行列の固有値を求め，その安定性を調べよ．

ẋ =

[
0 1

2 −1

]
x, x(0) 6= 0

3.7 極pが不確かな制御対象

P (s) =
1

s − p
, a <= p <= b, b > 0

のすべてをPI補償器K(s) = K(1 + 1/s) で安定化したい．閉ループ系の特性

多項式を調べることによって，比例ゲインKゲインに対する条件を導け．

3.8 マス・バネ系の伝達関数はP (s) = 1/(Ms2 + 1) で与えられ，その入出力は

(u, y)である．質量がM = 1+∆のように変化すると仮定する．このプラント

をPD制御器K(s) = 4s + 3で制御する．ただし，K(s)の入力は−yとする．

許される質量変化∆の範囲を求めよ．

3.9 安定システム ẋ = Ax, y = Cxの出力が∫ ∞

0

yT (t)y(t)dt = xT (0)Xx(0)

を満たすことを示せ．ただし，XはLyapunov方程式

AT X + XA + CT C = 0

の解である．
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システムの性能

フィードバック制御の究極の目的は，目標値追従や外乱抑制を実現すること

である．これらは一般に性能 (performance)と呼ばれる．制御性能のよさを客

観的に評価するには，評価基準が必要である．制御工学では，主に過渡応答と

定常応答の二つの角度から性能を評価している．以下では，これらについて説

明する．

制御システムでは，制御対象である物理系の物理量 (出力)を望まれるように

振舞わせることが目的である．要求される出力信号の動的な振る舞いを目標値

(reference input)という信号で表現すれば，これは物理系の出力を目標値に一

致させることになる．一方，システムを物理世界で作動させるとき，常に回り

の環境から何らかの影響を受ける．例えば，飛行機が飛んでいるときには風の

あおりを受けるし，船が航行するときには波に揺らされる．飛行機や船をシス

テムと考えれば，風や波は環境からの影響として捉えられる．このような環境

からの影響は，システム工学では外乱 (disturbance)†と呼んでいる．当然のこ

とながら，外乱を受けてもシステムの出力を目標値から逸脱しないように制御

する必要がある．図4.1は典型的な制御システムの動作状況を表している．その

中，rは目標値を表し，dは外乱と表す．目標値に一致させる制御は目標値追従

(reference tracking)といい，外乱が出力に与える影響を抑える制御は外乱抑制

(disturbance attenuation)という．実システムでは，常に両者を同時に実現し

なければならない．

† 外乱は一般に力やトルクのような形でシステムに影響を及ぼしている．それが

システムの動特性を通して出力である変位や速度などに望ましくない影響を与

える．この意味で外乱はプラント出力に直接影響するわけではない．ゆえに，

プラント出力に直接働く出力外乱という概念は物理的には正しくない．
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設計したシステムのよさはその時間応答で評価される．時間応答はさらに過

渡応答と定常応答に細分化できる．以下の節では，これらの応答の評価方法に

ついて述べる．

4.1 テ ス ト 信 号

4.1.1 目標値信号

図4.1の閉ループ系おける目標値r(t)に追従する問題を考える．実問題におい

ては，追従させるべき目標値はさまざまで，あらゆる目標値を考えて制御系を

設計することは非現実である．そこで，制御理論では，テスト信号 (test signal)

と呼ばれるいくつかの特殊な信号への追従性能でシステムを評価している．代表

的なテスト信号としてはステップ信号 (step signal)，ランプ信号 (ramp signal)

と正弦波信号 (sinusoidal signal)が挙げられる．このように追従問題を扱う物

理的な背景は，実システムでは多くの場合目標軌道がゆっくり変化する滑らか

な信号であることにある．滑らかな関数は時間を区切って考えれば，前述のテ

スト信号で十分に精度よく近似できる．図4.2はその一例を図示している．テス

ト信号にすばやく追従できれば，実際の目標軌道にも精度よく追従できるので

あろう．よって，応答速度が十分に速いという前提条件に立てば，テスト信号

への追従問題だけを考えればよい．

PK−
ue y

d

r

図4.1 目標値追従と外乱制御

t

r(t)

図4.2 目標軌道の近似

代表的なテスト信号を図4.3に示す．

ステップ信号

r(t) =

 0, t < 0

k, t >= 0

ランプ信号

r(t) =

 0, t < 0

kt, t >= 0

正弦波信号



4.1 テ ス ト 信 号 77

r(t) =

 0, t < 0

k sinωt, t >= 0

特に，ステップ信号においてk = 1のとき単位ステップ信号 (unit step signal)

といい，1(t)で表す．すると，ランプ信号はkt ·1(t)，正弦波信号はk sin ωt ·1(t)

と書くことができる．

物理的には，ステップ信号はシステムの動作状態の切替えに対応し，ランプ

信号は加速や減速に対応する．例えば，電車を非常停止させるとき，目標速度

信号はステップ信号となるが，正常に発進あるいは停止する場合では目標速度

はランプ信号になる．電車を運行させるときの代表的な目標速度を図 4.4に示

す．これは駅から発進して加速し，予定速度になると一定速度で走行，そして次

の駅に近づくと減速して駅に停止するというプロセスを表している．これに対

して，正弦波信号は２次元位置の円軌道などに現れる．なお，どんなテスト信

号へ追従するように制御系を設計すべきかは実問題によって異なる．通常，ス

テップ信号がよく用いられる．

t t

t

r(t) r(t) r(t)

図4.3 テスト信号の代表例

t

v(t)
定速

加速 減速

o

図4.4 目標速度信号

4.1.2 持 続 外 乱

同様に，外乱抑制問題を扱うとき，勾配が一定である坂を登るときの重力の

ように値が一定であるものはステップ信号と考えることができるし，一定の加

速度で加速するときの摩擦力や空気抵抗はランプ信号と考えることができる．

また，波のうねりのように一定振幅と周期で周期的に変化するものは正弦波と

して捉えることができる．この種の外乱は，持続外乱 (persistent disturbance)

と呼ばれる．

4.1.3 テスト信号の性質
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上述のテスト信号の特徴は，時間がいくら経っても零へ収束しないことである．

このため，持続信号 (persistent signal)ともいわれる．さらに，そのLaplace変

換を見ると，

L[1(t)] =
1
s
, L[t · 1(t)] =

1
s2

, L[sinωt · 1(t)] =
ω

s2 + ω2
(4.1)

のようになっている．任意の信号はそのLaplace変換のインパルス応答である

ので，信号のLaplace変換をそのモデルとして捉えることができる．この意味

で，上記テスト信号のモデルは (4.1)の各等式右辺の伝達関数で与えられる。こ

れらがすべて虚軸極を有し，よって不安定である．

4.2 定 常 応 答

時間が十分に経ったときのシステム出力応答 lim
t→∞

y(t)は定常応答 (steady-

state response)と呼ばれる．本節では，よい定常応答とは何か，そしてこれを

達成するにはどんな条件が要るかについて解析する．

4.2.1 閉ループ伝達関数に対する解析

本節では，まず与えられた閉ループ伝達行列G(s)に対して，よい定常応答を

達成できるためにどんな条件が必要かについて解析する．G(s)の入力をu(t)，

出力をy(t)とする．閉ループ系は安定でなければならないので，G(s)を安定と

仮定しておく．

〔1〕 定常出力と伝達関数ゲインの関係 次の定理は，入力がステップ

信号や正弦波信号であるとき，出力も定常状態において同様な信号になること

を示す．

定理4.1 安定伝達関数G(s)の入力がu(t) = cos(ωt)1(t)であるとき，

t → ∞のときの出力y(t)は次式で与えられる．

lim
t→∞

y(t) = |G(jω)| cos(ωt + 6 G(jω)) (4.2)

証明 G(s)が安定なので，そのインパルス応答 g(t)のFourier変換はF [g(t)] =∫ ∞
0

g(τ)e−jωτdτ = G(jω)となる．また，G(jω)を極座標で表すと，|G(jω)|ej 6 G(jω)

と書ける．よって cos(ωt) = Re(ejωt)および lim
t→∞

ejωt = ejωtを用いれば

lim
t→∞

y(t) = lim
t→∞

∫ t

0

g(τ)u(t − τ)dτ = lim
t→∞

∫ t

0

g(τ)Re(ejω(t−τ))dτ

= Re

(
ejωt lim

t→∞

∫ t

0

g(τ)e−jωτdτ

)
= Re

(
ejωtG(jω)

)
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= |G(jω)|Re
(
ej(ωt+ 6 G(jω))

)
= |G(jω)| cos(ωt + 6 G(jω))

が成り立つことが分かる． ■

また，1(t) = cos(0 · t)1(t)が成り立つので，単位ステップ信号はω = 0のと

きの余弦波関数とみなせる．よって，その定常ステップ応答は次のようになる．

lim
t→∞

y(t) = |G(j0)| cos 6 G(j0)

G(s)が実係数の有理関数なので，G(j0)も実数であり 6 G(j0)が0かπとなる．

すると，上式より次の関係が得られる．

lim
t→∞

|y(t)| = |G(j0)| (4.3)

この定理から，持続外乱u(t) = cos(ωt)1(t)がシステムG(s)の定常出力に与

える悪影響を低減するために，同じ周波数におけるゲイン |G(jω)|を下げるこ

とが必要かつ十分であることが分かる．また，ステップ外乱に対しては，低周

波ゲイン |G(j0)|を下げることになる．

〔2〕 出力漸近収束の条件 出力が漸近収束するとは，次の条件が成り

立つことである．

lim
t→∞

y(t) = 0

そのための条件を解析するにあたり，次の補題が基礎となる．

補題4.1 信号f(t)は t >= 0で定義されたもので，そのLaplace変換 f̂(s)

は有理関数であるとする．このとき， lim
t→∞

f(t) = 0のための必要十分条件

は f̂(s)が安定になることである．

証明 十分性：最終値の定理からすぐに分かる．

必要性：f̂(s)が有理関数なので，部分分数に展開できる．仮に f̂(s)に虚軸を含む右

半面に極をもつと，それに対応する部分分数の逆Laplace変換は指数部分の実部が零

以上の指数関数や tの多項式，もしくは正弦波を含むので，決して零に収束できない．

■

したがって，線形システムG(s)においてその出力y(t)が漸近収束するための

必要十分条件は ŷ(s)が安定になることである．以下では，伝達関数の立場から

どんな条件が必要であるかを調べる．

例として，ステップ入力を考える．このとき，入力u(t) = 1(t)のモデルは

û(s) =
1
s

であり，原点極を一つもつ．ŷ(s) = G(s)û(s)を安定にするには，G(s)の零点

で û(s)の不安定極を消去しなければならない．よって，G(s)は
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G(j0) = 0 (4.4)

を満たさなければならない．同様に，正弦波入力u(t) = sin(ωt)1(t)に対する

定常出力を零にするために

G(jω) = 0 (4.5)

が成り立たなければならない．すなわち，テスト信号に対する定常出力を零に

するためには，伝達関数G(s)がテスト信号モデルの極と同じ値の零点を持つこ

とが必要である．

以下の項ではフィードバック系に対し，本項の結果に基づいて，目標値追従

および持続外乱制御のために開ループシステムが満たすべき条件を導出する．

4.2.2 目標値追従

図4.5の目標値追従問題を考える．目標値はr(t)で，制御の目的はプラントの

出力y(t)を目標値に一致させることである．目標信号追従のよさを評価するに

は追従誤差

e(t) = r(t) − y(t) (4.6)

を調べればよい．目標値から追従誤差までの伝達関数をHer(s)とし，目標値の

モデルをR(s)とすると，追従誤差は

ê(s) = Her(s)R(s) (4.7)

と表される．物理系の信号は慣性をもつために滑らかにしか変化できない．こ

のため，システムの出力は瞬時にテスト信号に追従することができない．過渡

状態を経てはじめて追従することができる．しかし，少なくとも時間が十分に

経った段階，すなわち定常状態 (t → ∞)で出力と目標値の差 lim
t→∞

e(t)を低減し

たい．理想的には，出力を目標値に完全に一致させたい．すなわち，e(∞) = 0

を実現したい．このことは漸近追従 (asymptotic tracking)という．

−r yPK
e u

図4.5 目標値追従

〔1〕 追従誤差と開ループゲインの関係 開ループ伝達関数に対する条

件を導くために，ループゲイン

L(s) = P (s)K(s) (4.8)
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をおく．目標値から追従誤差までの閉ループ伝達関数は

Her(s) =
1

1 + L(s)
(4.9)

で与えられる．ステップ状の目標値に対する追従誤差を低減させるには

|Her(j0)| =
∣∣∣∣ 1
1 + L(j0)

∣∣∣∣ ¿ 1 (4.10)

が必要である．そのためには

|L(j0)| À 1 (4.11)

でなければならない．すなわち，ループゲインL(s)が十分に高い低周波ゲイン

をもつ必要がある．同じように，角周波数ω0の正弦波目標値に対する追従誤差

を低減させるために，以下の条件が必要となる．

|L(jω0)| À 1 (4.12)

〔2〕 漸近追従の条件

ステップ信号に漸近追従するためには，Her(j0) = 0が必要である．このこ

とより

Her(j0) =
1

1 + L(j0)
= 0 ⇔ |L(j0)| = ∞ ⇔ L(s) が s = 0に極をもつ

すなわち，ループゲインL(s)に目標値のモデルR(s) = 1/sをもつことが必要

である．図4.5から分かるように物理的には，プラントP (s)の出力y(t)はルー

プゲインL(s)の出力でもある．L(s)は零に収束するべき追従誤差e(t)で駆動さ

れるので，y(t)を一定値に維持できるためにはループゲインL(s)に過去のデー

タを保存できる機構，つまり積分器が必要である．ところが，積分器はステップ

信号のモデルである．すなわち，ステップ信号に漸近追従できるためには，ルー

プゲインL(s)にステップ信号のモデルをもたせなければならない．

さらに，もし制御対象P (s)に原点零点があると，内部安定性のためにこの

不安定零点を制御器K(s)の極で打ち消すことはできない．すなわち，この場

合ループゲインL(s) = P (s)K(s)に積分器をもたせることができず，出力はス

テップ信号に追従できなくなる．

同様なことはほかのテスト信号に対してもいえる．このことの一般化は次の

内部モデル原理 (internal model principle)となる．

定理4.2 (内部モデル原理１) 図4.5の１入出力フィードバック系を内部

安定と仮定する．また，目標値のモデルをR(s) = NR(s)/MR(s)とし，完

全不安定とする．このとき，以下の命題が成立する．



82 4. システムの性能

(1) 漸近追従が実現できるためには，R(s)の極と同じ位置に制御対象P (s)

が零点をもってはいけない．

(2) (1)の条件が成り立つとき，漸近追従を実現するためには，ループゲイ

ンL(s)が1/MR(s)をもつことが必要十分である．

証明 (1)：プラントと制御器をP = NP /MP，K = NK/MKのように既約分解す

ると，ループゲインL(s) = N(s)/M(s)の分子分母多項式はそれぞれN = NP NK，

M = MP MKとなる．NP にMRと共通の因子 (s − λ), Re(λ) >= 0をもつ場合，内

部安定性のためにこの因子をMK(s)の因子 (制御器の極と対応する)で相殺できない．

ゆえに，N(s)に因子 (s− λ)が残り，L(λ) = 0となる．すると，目標値から追従誤差

までの伝達関数Her(s)がs = λにおいて

Her(λ) =
1

1 + L(λ)
= 1

となり，s = λに零点をもたない．よって，ê(s) = Her(s)R(s)は不安定となって，追

従誤差が零に収束しない．

(2)：ループゲインL(s)をL(s) = N(s)/M(s)のように既約分解すると，追従誤差

のLaplace変換は

ê(s) =
1

1 + L(s)
R(s) =

M(s)

M(s) + N(s)

NR(s)

MR(s)

と書ける．MR(s)の根がすべて閉右半面にあるため，ê(s)を安定化するために，M(s)

の因子でMR(s)を消去しなければならない．したがって，M(s)がMR(s)をもつこと

が必要十分である． ■

ループゲインL(s)が目標値のモデルをもつという意味で，L(s)の中の1/MR(s)

が内部モデルと呼ばれている．なお，内部モデル原理は多入出力系に対しても

成立する．ただし，この場合内部モデルは単純に目標値のモデルになるのでは

なく，入出力間の干渉を反映してさらに複雑になる．その一例を次に示す．

例4.1 図4.6に示すシステムについて考える．制御目的は出力y1(t)を正弦波信号

r1(t) = sin ωt · 1(t)に，y2(t)をステップ信号 r2(t) = 1(t)に漸近追従させることであ

る．この２入力２出力のプラントと制御器の伝達行列は

P (s) =

[
P1 0

εP1 P2

]
, K(s) =

[
K1 0

0 K2

]
で与えられる．ここで，二つの部分システムのループゲインをそれぞれL1(s) =

P1(s)K1(s)，L2(s) = P2(s)K2(s)とおく．ブロック線図より

ŷ1(s) =
L1

1 + L1
r̂1(s), ŷ2(s) =

L2

1 + L2
r̂2(s) +

ε

1 + L2
ŷ1(s)

の関係が成り立つ．つまり，y1は外乱としてy2に影響を与える．よって，追従誤差は

それぞれ

ê1(s) =
1

1 + L1

ω

s2 + ω2
, ê2(s) =

1

1 + L2

1

s
− ε

1 + L2
ŷ1(s) (4.13)

となる．すると，明らかに e1(∞) = 0のためにL1(s)が1/(s2 + ω2)をもつことが必

要十分である．一方，ŷ1(s)が1/(s2 + ω2)をもつので，e2(∞) = 0を保証するために
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L2(s)が1/sだけでなく，1/(s2 + ω2)ももたなければならない．よって，システム全

体のループゲイン

L(s) = P (s)K(s) =

[
L1 0

εL1 L2

]
が次の内部モデルをもつことになる．[

1/(s2 + ω2) 0

0 1/s(s2 + ω2)

]
(4.14)

ε

K2 P2
y2r2δ

−
1
s

ω
s2+ω2 −

δ r1 y1
P1K1

e1

e2

u1

u2

図4.6 干渉項をもつ多入出力系

2

また，上の説明から分かるように，目標値への漸近追従は内部モデルで目標

値と同じ信号を開ループ伝達関数L(s)の出力に作ることによって実現している

ので，システムのパラメータに依存しない．すなわち，システムのパラメータ

が変化しても，閉ループ系の安定性さえ保たれていれば漸近追従ができる．そ

の意味で，内部モデルはロバスト漸近追従を保証している．

4.2.3 外 乱 制 御

図4.7は持続外乱の影響を受けているプラントを示している．実システムで

は，考えられる持続外乱として風や波などによる力外乱，摩擦，重力外乱など

が挙げられる．制御目標としては，このような持続外乱がプラント出力に与え

る影響をなるべく抑制したい．

〔1〕 定常外乱応答抑制の条件 外乱d(t)と出力y(t)間の伝達関数は

Hyd(s) =
P (s)

1 + P (s)K(s)
(4.15)

である．ステップ状の外乱を抑制するには |Hyd(j0)| ¿ 1が必要となるが，こ

れを実現し得る方法は次の二通りである．

(1)|P (j0)| ¿ 1 あるいは (2)|K(j0)| À 1

(1)を満たす制御対象は現実にはほとんど存在しない．なぜなら，制御系の主た

る目的は目標値追従であり，低周波数帯域の正弦波信号に精度よく追従するた
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めに同じ帯域でループゲイン |L| = |PK|を十分高くする必要がある．よって，

制御対象は一般に低周波数帯域で高いゲインをもつように設計されている．

一方，(2)は制御器に対する要求であり，ループゲインを高くする仕様と矛盾

しないから，実現可能である．同様に，角周波数ωの正弦波外乱を抑圧するに

は，|K(jω)| À 1とすればよい．

〔2〕 持続外乱の漸近的除去

理想的には，外乱の特性 (モデル)が既知の場合，その影響を出力定常応答か

ら完全に排除したい．この場合，図4.7のシステム構成から想像できるように，

制御器K(s)で外乱と同じ信号作り，外乱と相殺させることによって持続外乱の

漸近的除去をしなければならない．したがって，制御器に外乱のモデルD(s)(内

部モデル)をもつ必要がある．

例えば，ステップ状の外乱を漸近除去するには制御器K(s)が外乱のモデル

D(s) = 1/sをもたなければならない．これは数学的には次のように示せる．こ

こで，プラントと制御器を

P (s) =
NP (s)
MP (s)

, K(s) =
NK(s)
MK(s)

(4.16)

のように分母分子多項式で既約分解しておく．すると，出力応答は

ŷ(s) =
P (s)

1 + P (s)K(s)
D(s) =

NP (s)MK(s)
MP (s)MK(s) + NP (s)NK(s)

× 1
s

(4.17)

と書ける．y(t)を漸近的に零に収束させることと ŷ(s)を安定にすることは等

価なので，NP (s)MK(s)の零点で不安定極p = 0を消去しなければならない．

よって，

NP (0)MK(0) = 0 ⇔ NP (0) = 0 もしくは MK(0) = 0 (4.18)

が必要となる．つまり，P (s)が零点z = 0をもつか，K(s)が極 p = 0をもた

なければならない．しかし原点零点をもつ制御対象は稀なので，制御器に積分

器をもたせなければならない．

d

uK P y−

図4.7 持続外乱の漸近除去

以上の考察を一般化すると，次の定理を得る．

定理4.3 (内部モデル原理２) 図4.7の１入出力フィードバック系が内部

安定であると仮定する．また，外乱モデルをD(s) = ND(s)/MD(s)とし，
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完全不安定とする．さらに，制御対象P (s)の零点とD(s)の極が相異なる

と仮定する．このとき，漸近的に外乱の影響を除去する，すなわちy(t) → 0

を実現するために，制御器K(s)が1/MD(s)をもつことが必要十分である．

証明 制御対象P (s)と制御器K(s)を (4.16)式のように既約分解すると，出力の

Laplace変換は

ŷ(s) =
P (s)

1 + P (s)K(s)
D(s) =

NP (s)MK(s)

MP (s)MK(s) + NP (s)NK(s)

ND(s)

MD(s)

と書ける．MD(s)の根がすべて不安定でNP とMDが既約であるため，ŷ(s)を安定化

するために，MK(s)の因子でMD(s)を消去しなければならない．すなわち，MK(s)

がMD(s)をもつことが必要十分である． ■

なお，制御対象の零点に外乱モデルの極と同じものがあれば，これらの極を

除いたD(s)の極を制御器にもたせればよい．この意味で，制御対象の零点は外

乱漸近除去の妨げになっていない．

また，漸近追従の場合制御対象P (s)に内部モデルがあれば，制御器K(s)に

内部モデルをもたせる必要はないのに対して，外乱除去の場合制御器K(s)に

内部モデルをもたせなければならない．この違いにも注意されたい．

目標値と持続外乱両方が同時に存在する場合，目標値漸近追従のための条件

は次の系で与えられる．

系4.1 目標値と持続外乱両方が同時に存在する図4.1の1入出力安定シス

テムにおいて，目標値モデルをR(s) = NR(s)/MR(s)とし，外乱モデルを

D(s) = ND(s)/MD(s)とする．両方とも既約な分解であり，かつ完全不

安定である．多項式φ(s)を多項式MR(s)とMD(s)の最小公倍多項式とす

る．制御対象の零点とφ(s)の根が違う場合，制御器に1/φ(s)があれば出

力は漸近的に目標値 r(t)に追従できる．

証明 MK(s)にφ(s)があるので，MD(s)をもつことになる．定理4.3によれば，こ

の場合外乱による出力定常値は零となる．また，与えられた条件下でループゲイン

L(s) = P (s)K(s)が1/MR(s)をもつ．よって，定理4.2によれば目標値による定常出

力は目標値に一致する．重ね合わせの原理によりプラントの出力はこの両者の和とな

る．したがって，出力は目標値 r(t)に漸近追従できる． ■

なお，プラントP (s)と目標値モデルR(s)の極が異なり，かつP (s)の零点と

φ(s)の根も異なる場合，上記条件は必要になる．
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4.3 過 渡 応 答

過渡応答とはシステムの出力が定常値に収束するまでの振舞をいう．目標値

追従や外乱抑制問題などでは，出力がすばやく定常値へ収束することが要求さ

れ，そして定常値へ収束するときの行き過ぎ量が小さいことも求められる．

4.3.1 評 価 基 準

古典的には，ステップ応答で過渡応答を評価している．安定システムの典型

的な過渡応答は図4.8に示される．この図は定常値y(∞)で正規化されたy(t)を

表している．応答のよさを示す尺度として，以下の評価量が用いられる．

立ち上がり時間 tr： 出力y(t)が定常値の10%から90%に立ち上がるのにかか

る時間

整定時間 ts： 定常値近傍のあらかじめ定められた範囲 ε(通常±1%や±5%を

用いる)に収束するまでにかかる時間

行き過ぎ量Mp： 出力の最大値ymaxと定常値の相対差 (ymax − y(∞))/y(∞)
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図4.8 過渡応答

これらは仕様 (specification)と呼ばれ，その意味は図4.8に示されている．追

従制御の目的は目標値にすばやく追従し，かつ目標値からの行き過ぎ量をでき

るだけ抑えることである．したがって，これらの評価量が小さければ小さいほ

ど，システムの過渡応答の性能がよい．線形システムの応答は指数関数で与え

られるので，理論上出力が定常値に完全に到達するには無限大の時間がかかる．

この意味において，あらゆる安定システムの収束時間が同じであるともいえる．

しかし，我々の経験ではシステムの収束の速さがそれぞれ異なる．これを指し
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示す指針の一つは整定時間である．ゆえに，工学的には整定時間が収束時間と

して捉えられている．

4.3.2 基準２次系

以下では，これらの性能仕様とシステムのパラメータ，特に極の位置との関

係について考えよう．一般的なシステムに対しては，性能仕様とパラメータの

関係が複雑すぎて，普遍的な指針は得られそうもない．しかし，多くの場合シ

ステムの極は虚軸に比較的に近い一対の複素極と虚軸から遠く離れるほかの

極からなる．伝達関数の部分分数展開から分かるように，出力応答は各極に関

する項 (モード (mode)という)の和となっている．虚軸に一番近い極は主要極

(dominant pole)と呼ばれる．虚軸から遠く離れた極の応答は主要極の応答よ

りも零への収束がはるかに速いので，ごく初期の時間帯を除いて出力の応答は

主要極の応答で近似できる．したがって，低次のシステムのパラメータと応答

の関係が分かれば，この関係は高次のシステムに対しても指針となり得る．

例4.2 次の二つの伝達関数のステップ応答を比較しよう．図4.9の応答から分かる

ように，両者の時間応答にさほど差は見られない．

G1(s) =
8

s2 + 4s + 8
, G2(s) =

80

(s2 + 4s + 8)(s + 10)

実は，G2に極−10があるが，主要極−2 ± j
√

2(G1の極でもある)よりは虚軸から離

れている．この極による応答は主要極の応答より５倍の速さで零に収束するので，瞬

く間に消えてしまう．数式的には，G2は次式から分かるようにG1で近似できる．

G2(s) =
8

s2 + 4s + 8
× 1

s/10 + 1
≈ 8

s2 + 4s + 8
= G1(s)

この近似は低周波数帯域で成り立つものである．ステップ信号には低周波数成分が主

要部分を占めるから，その伝達は伝達関数の低周波数特性によって決まる．これは，

G2とG1のステップ応答に大差がない理由である．
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図4.9 応答の比較 (実線：G1，破線：G2)
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ゆえに，一般に次の基準２次系 (prototype 2nd order system)について考

える．

H(s) =
ω2

n

s2 + 2ζωns + ω2
n

(4.19)

ここで，ζは減衰係数 (damping ratio)，ωnは固有周波数 (natural frequency)

と呼ばれる．その極は

p1,2 = −ζωn ± jωn

√
1 − ζ2 (4.20)

である．このシステムの特徴として，有限零点をもたず，しかも低周波ゲイン

はH(j0) = 1となっている．最終値の定理から分かるように，H(s)に単位ス

テップ入力を印加したとき，その出力は

y(∞) = lim
s→0

sŷ(s) = lim
s→0

s × H(s)
1
s

= H(0) = 1 (4.21)

となり，ステップ入力に漸近追従できる．以下では，ステップ応答とH(s)のパ

ラメータの関係について述べる．

〔1〕 応答仕様とパラメータの関係

減衰係数が0 < ζ < 1の範囲にあるとき，基準２次系のパラメータと応答仕

様との関係は次のようになる 1),4)(練習問題4.6)．

tr ≈ 1.8
ωn

(4.22)

Mp = e
− πζ√

1−ζ2 (4.23)

ts ≈ 4.6
ζωn

(±1% 仕様) (4.24)

これらの関係式から，次のことがいえる．

(1) 行き過ぎ量Mpは減衰係数 ζだけに依存する．ζを上げれば，Mpが下が

る (図4.10参照)．

(2) ζとωnの積は極の実部の大きさに等しく，ζωnを上げれば，整定時間 ts

が短くなる．

したがって，行き過ぎ量Mpと整定時間 tsの値が与えられたとき，仕様を満

たすパラメータ値の範囲は以下のようになる．

ζ >= ζ(Mp) =
| lnMp|√

π2 + | lnMp|2
(4.25)

ζωn >=
4.6
ts

(4.26)

〔2〕 応答仕様と極の位置の関係 次に，行き過ぎ量，整定時間の仕様

と基準２次系極の関係について調べる．まず，式 (4.26)より二つの複素極の実
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部は

Re(p1,2) = −ζωn <= −4.6
ts

(4.27)

を満たさなければならない．そして，この２次系の極を極座標で表すと

p1,2 = −ζωn ± jωn

√
1 − ζ2 = ωnej(π±θ), θ = arccos ζ

となる．arccos ζが ζの減少関数なので，式 (4.25)より角度θは

θ <= θp := arccos ζ(Mp) (4.28)

を満たさなければならない．複素平面上で許容される極の範囲を図示すると，図

4.11の影の部分となる．例えば，角度θp = 45oが減衰係数 ζ(Mp) = 0.707，つ

まりMp = 5%と対応する．この関係は，後に極配置による設計法で役立つ．
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図4.10 行き過ぎ量Mpと減衰係数 ζの関係

−4.6/ts

θp

Im

Re0

図4.11 許容極の範囲

例4.3 tr <= 0.6[sec]，Mp <= 10%，ts <= 3[sec]となるように ζとωnを決めよう．

まずMp = 10%に対応する減衰係数は

ζ(Mp) =
| ln 0.1|√

π2 + | ln 0.1|2
≈ 0.59

である．よって，ζ >= 0.59となる．次に，立ち上がり時間と整定時間の仕様から

ωn ≈ 1.8

tr

>= 3, ζωn >=
4.6

ts

>= 1.53

を得る．ζ >= 0.59，ωn >= 3であれば，ζωn >= 1.53は自動的に満たされるので，パラ

メータの範囲は次のようになる．

ζ >= 0.59, ωn >= 3

2

4.3.3 付加した極/零点の影響

〔1〕 零点の影響

式 (4.19)の基準２次系に零点を付加したときの応答変化を調べよう．新しい

伝達関数を
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H(s) =
ω2

n

(
1 + 1

aζωn
s
)

s2 + 2ζωns + ω2
n

, a ∈ R (4.29)

とする．その低周波ゲインH(j0)は基準２次系に合わせてある．付加した零点は

z = −aζωn (4.30)

である．特に，a → 0のときこの零点が虚軸に近付く．aが正と負の場合につ

いて，それぞれのステップ応答を計算した結果，図4.12のようになる．基準２

次系と比較すると，次の特徴がある．

• 整定時間はほとんど変化しない．

• a > 0の場合，aが小さいほど行き過ぎ量が大きい．a À 1のとき基準系

の応答に近い．

• a < 0の場合，初期段階で逆振れ (undershoot)(目標値とは逆の応答)が

生じる．|a|を小さくすればするほど逆振れが大きくなる．

つまり，虚軸に近い零点は出力ステップ応答の行き過ぎ量を増幅させたり，大

きな逆振れをもたらしたりする．この現象は以下のように定性的に説明できる．

変数sが微分器を表していることに注目する．伝達関数 (4.29)は

H(s) =
ω2

n

s2 + 2ζωns + ω2
n

+
1

aζωn
× s × ω2

n

s2 + 2ζωns + ω2
n

(4.31)

のように分解できる．基準系のステップ応答をy0(t)とすると，この伝達関数の

ステップ応答は

y(t) = y0(t) +
1

aζωn
ẏ0(t) (4.32)

となる．y0(t)が初期のころ速い速度で立ち上がるので，その変化量 (微分値)は

大きい．よって，aの絶対値が十分に小さいときaが正であれば大きな行き過ぎ

量をもたらし，負であれば逆振れをもたらす．そして，aの絶対値が小さければ

小さいほど，第２項の微分項の影響が大きくなる．y0(t)が定常値に近付くにつ

れ，その微分値も零になるので，整定時間にあまり影響を与えない．逆に，aの

絶対値が大きい場合，微分による影響は低減され，基準形に近い振る舞いをす

るようになる．要するに，システムの応答は極だけで決まるものではなく，零

点も大きく影響している．

〔2〕 極 の 影 響

式 (4.19)に基準形の極実部より小さい極を一つ付加すると，伝達関数は

H(s) =
ω2

n(
1 + 1

aζωn
s
)

(s2 + 2ζωns + ω2
n)

, a >= 1 (4.33)

となる．ここでも，やはり低周波ゲインH(j0)が変わらないように付加した１
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図4.12 零点を付加した場合のステッ

プ応答
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図4.13 極を付加した場合のステップ

応答

次遅れ系1/(1 + s/aζωn)の低周波数ゲインを１に合わせた．付加した極は

p = −aζωn < 0 (4.34)

であり，a → 1のときこの極が基準系極の実部に近付く．さまざまなaについ

てステップ応答を求めた結果，図4.13の応答が得られた．この図から立ち上が

り時間が長くなることは読み取れる．特に，a → 1のときその影響が顕著であ

る．これは，１次遅れ系が付加されたことによって，基準系の出力応答がさら

にこの１次遅れ系を通ってはじめて出力端に到達できるからである．

なお，ここでは基準系の極を主要極と考えているので，a < 1の場合を考察

していない．

4.3.4 行き過ぎ量と逆振れ

例4.4 次の二つの伝達関数について，その単位ステップ応答を求めると，図4.14の

ようになる．

G1(s) =
8(1 − s)

s2 + 4s + 8
, G2(s) =

8(2 − s)(1 − s)

(s + 2)(s2 + 4s + 8)

図から分かるようにG1(s)のステップ応答y1(t)が t = 0あたりで最終値と符号が逆で

ある．一方，G2(s)のステップ応答y2(t)が t = 1あたりで最終値と符号が逆である．

最終値と逆符号の応答部分は逆振れ (undershoot)と呼ばれる． 2

y1(t)とy2(t)の逆振れを区別するために，y1(t)のように t = 0あたりで生じ

る逆振れをA型逆振れ (type A undershoot)，y2(t)のように t > 0で生じる逆

振れをB型逆振れ (type B undershoot)と呼ぶことにする．

多くの場合，行き過ぎ量や逆振れは工学的には許されない．例えば，港湾で

荷物の積み下ろしに使われる走行クレーンでは，積荷の位置応答にA型逆振れ

があるとスタート時に積荷がクレーンにぶつかることを意味する．そして，行
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図4.14 各種の逆振れ

き過ぎ量がある場合は停止時に衝突が起きることを意味する．いれずも許され

ないことである．そこで，本項ではこれらが生じる条件について紹介する 3)．

定理4.4 安定伝達関数H(s)がH(0) 6= 0を満たすとする。このとき，

H(s)が正の実零点をもつとそのステップ応答に逆振れが生じる。

証明 この零点をz > 0とする．zはステップ応答y(t)のLaplace変換の収束域にあ

ることに注意すれば，次式の成立が分かる．

0 = H(z)
1

z
= ŷ(z) =

∫ ∞

0

y(t)e−ztdt

H(0) > 0の場合を考える．y(∞) = H(0) > 0より十分に大きい tに対してy(t) >

0 → y(t)e−zt > 0が成立する．すると，上式が成り立つためにy(t) < 0となる時間帯

が必ず存在する。H(0) < 0の場合も同様に示せる． ■

次の定理はA型逆振れが起きる条件を与える 2)．

定理4.5 安定伝達関数

H(s) = K
(s − z1) · · · (s − zm)
(s − p1) · · · (s − pn)

=
N(s)
M(s)

, K > 0, n >= m

のステップ応答がA型逆振れをもつための必要十分条件は，正の実零点が

奇数個存在することである．

証明 A型逆振れが生じる場合，出力の初期応答と最終値は逆の符号をもつ．複素極

piの場合，その共役piも極であるので，(−pi)(−pi) = |pi|2 > 0が成り立つ．また，実

極pjの場合安定性より−pj > 0である．よって，M(0) = (−p1) · · · (−pn) > 0であ

る．一方，正の実零点がある場合，その数が奇数であればN(0) = (−z1) · · · (−zm) < 0

となり，偶数であればN(0) > 0となる．また，正の実零点がない場合，N(0) > 0で

ある．さらに，ŷ(s) = H(s)/sより

y(∞) = lim
s→0

s · H(s)
1

s
= H(0) =

N(0)

M(0)
(4.35)

が成り立つ．したがって，正の実零点が奇数個存在する場合 y(∞) < 0であり，それ

以外の場合はy(∞) > 0である．
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次に，次数差がn−mであることに注意して，初期応答の符号を調べていく．導関

数のLaplace変換公式，初期値の定理および次数差の関係から

y(0+) = lim
s→∞

sŷ(s) = lim
s→∞

s · H(s)
1

s
= lim

s→∞
H(s) = 0

ẏ(0+) = lim
s→∞

s · (sŷ(s) − y(0)) = lim
s→∞

sH(s) = 0

· · ·

y(n−m−1)(0+) = lim
s→∞

sn−m−1H(s) = 0

y(n−m)(0+) = lim
s→∞

sn−mH(s) = K > 0

がいえる．すると，応答の滑らかさにより十分に小さい ε > 0についてy(n−m)(t) ≈
y(n−m)(0+) = K (0 < t <= ε)であり

y(ε) =

n−m︷ ︸︸ ︷∫ ε

0

· · ·
∫ tn−m+1

0

y(n−m)(tn−m)dtn−m · · · dt1 ≈ K

(n − m)!
εn−m > 0

が成り立つ．ゆえに，定理の結論を得る． ■

また，行き過ぎ量に関しては以下の結果が知られている 3)．その証明は定理

4.4のように，L(s)の正の実極pにおける追従誤差 ê(s)を調べることで行える．

定理4.6 図4.5の単位フィードバック系においてループゲインL(s) =

P (s)K(s)が正の実極を持ち，積分器も一つ以上もつとする．このとき，出

力のステップ応答に行き過ぎ量が生じる。

4.3.5 バンド幅と速応性

目標値から出力までの閉ループ伝達関数H(s)の周波数特性を描くと，一般

に図4.15のようになる．それは低周波数においてゲインがほぼ１で，低域通過

の特性をもつ．H(s)の入出力周波数応答の関係は

ŷ(jω) = H(jω)û(jω) (4.36)

で与えられているので，ゲインが１の周波数帯域では出力が入力によく一致す

る．ここで，どの周波数まで出力が入力に一致するかについて考えよう．制御

工学では，入力のパワー |û(jω)|2が半分以下に低下するまでの周波数帯域を目

安にしている†．すなわち，

|H(jω)| >=
1√
2

(4.37)

を満たす周波数帯域であれば，出力が入力によく追従できているとみなす．こ

こで

† 実は，これが通信工学から借りた概念である．
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|H(jωB)| =
1√
2
≈ −3[dB] (4.38)

を満たす周波数ωBをバンド幅†(bandwidth)と呼ぶ．明らかに，ω <= ωBなら

ば式 (4.37)が成り立つ．よって，バンド幅ωBは出力が入力に追従できる周波

数帯域を示す．

10
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10
2
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図4.15 基準２次系の周波数応答とバンド幅

基準２次系に関しては，バンド幅は応答の即応性，すなわち立ち上がり時間

と反比例の関係をもつ．すなわち

tr ∼ 1
ωB

(4.39)

これを示すには，バンド幅ωBと固有周波数ωnの関係を調べればよい．基準２

次系について式 (4.38)を解くと，解

ωB = ωn

√
1 − 2ζ2 +

√
1 + (1 − 2ζ2)2 (4.40)

を得る．明らかに，ωBはωnに比例する．さらに，立ち上がり時間は tr ≈ 1.8/ωn

であるので，trがωBに反比例することになる．基準２次系以外のシステムで

は，その周波数応答が低周波数域で基準２次系に近い形状をもち，かつそれ以

外の周波数域でゲインが減衰していれば，この関係も近似的に成り立つ．した

がって，このようなシステムに対して，バンド幅が即応性の一つの目安となる．

ただし，この関係は基準２次系あるいはそれに近い周波数特性を有するシステ

ムに対して成立するものであって，任意のシステムに対して拡大解釈して使う

には慎重でなければならない．

† 低域通過伝達関数の場合，バンド幅は |H(jωB)| = |H(j0)|/
√

2で定義される

が，高域通過伝達関数の場合，バンド幅が |H(jωB)| = |H(j∞)|/
√

2で定義さ

れる．
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4.4 開ループ制御と閉ループ制御の性能比較

本節では，図4.16の開ループ制御と図4.17の閉ループ制御について，目標値

追従および外乱抑制性能を比較しその優劣を論じる．

PKo
u y

d

r

図4.16 開ループ制御系

PKc−
ue

y

d

r

n

図4.17 閉ループ制御系

4.4.1 目標値追従

どんな目標値に対しても完璧にかつ瞬時に追従できるために，目標値 r(t)か

ら出力y(t)までの伝達関数は１でなければならない．これは究極的なシステム

設計の目標といってよい．

開ループ制御の場合をまず考える．このときの制御器をKo(s)で表す．制御

対象P (s)が安定で，かつその零点もすべて安定であるとする。このような伝達

関数を最小位相 (minimum phase)伝達関数という．このときもしP (s)の次数

差が零であれば，その逆システムP−1(s)も安定プロパーになる．よって，

Ko(s) = P−1(s) ⇒ L(s) = P (s)Ko(s) = 1 (4.41)

より開ループ伝達関数が1になることが分かる．しかし，物理系は必ず慣性を

もち，伝達関数の次数差が1以上となっている (力学系の力から速度／変位まで

の伝達関係を考えれば分かる)．ゆえに，上のように決めた制御器はプロパーで

なくなり，実現不可能となる．

最小位相のプラントでその次数差がγ(> 0)の場合，制御器を

Ko(s) = P−1(s)
1

(εs + 1)γ
, ε > 0 (4.42)

とするとプロパーとなり，実現可能となる．このとき，開ループ系伝達関数は

L(s) = P (s)Ko(s) =
1

(εs + 1)γ
(4.43)

となる．パラメータ εを十分小さくすれば，広い周波数帯域にわたって目標値

に追従できる (図4.18)．しかし，プラントが最小位相でないときいまのような

開ループ制御はできなくなる．

一方，フィードバック制御したときの閉ループ伝達関数は



96 4. システムの性能

ω1/ε
|L(jω)|

1

図4.18 開ループ伝達関数L(s)のゲイン線図

H(s) =
P (s)Kc(s)

1 + P (s)Kc(s)
(4.44)

となる．ただし，Kc(s)は閉ループ系の制御器を表す．同じ最小位相と次数差の

仮定のもとで開ループ系と同じ伝達関数を実現するために，H(s) = 1/(εs+1)γ

から逆算すると制御器はプロパーな伝達関数

Kc(s) = P−1(s)
1

(εs + 1)γ − 1
, 0 < ε ¿ 1 (4.45)

でなければならない．このとき，プラントをP = NP /MP のように分母分子多

項式の既約分解にしておけば，閉ループ系の特性多項式は

p(s) = M(s)N(s)(εs + 1)γ (4.46)

となる．制御対象が最小位相である仮定より，M(s)とN(s)の根はすべて安定

である．よって，上式の特性根はすべて安定である．ただし，この制御器Kc(s)

はセンサ雑音n(t)の影響を受けやすい．つまり，開ループ系制御入力uo(t)と

閉ループ系制御入力uc(t)を比較すると，式

ûo(s) = Ko(s)r̂(s) = P−1(s)
1

(εs + 1)γ
r̂(s) (4.47)

ûc(s) =
Kc(s)

1 + P (s)Kc(s)
[r̂(s) − n̂(s)]

= P−1(s)
1

(εs + 1)γ
[r̂(s) − n̂(s)] (4.48)

より閉ループ系の方が雑音に影響されることが分かる．また，閉ループ系出力

yc(t)の式

ŷc(s) = H(s)[r̂(s) − n̂(s)] (4.49)

より雑音 n̂(s)が大きい周波数帯域ではよい追従性能を期待できないことが見て

取れる．したがって，最小位相系についてそのモデルが正確に分かっている場

合，開ループ制御が優れているといえる．

4.4.2 モデル不確かさが存在する場合

前項では，制御対象のモデルP (s)が正確に分かっている仮定のもとで開ルー
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プ制御と閉ループ制御を比較した．しかし，現実にはモデルが正確に分かるこ

とはほとんどない．制御対象モデルに正確に分からないパラメータや動特性が

あるとき，モデルが不確かさをもつという．以下では，パラメータ不確かさを

有する演算増幅器を例に両制御方式の比較を行う．

図4.19の演算増幅器を考える．演算増幅器は非線形特性をもつので，入力の

振幅が異なるとそのゲインが変化する．ここで，この演算増幅器のゲインAが

103 ∼ 104の間で値を取るとする．すると，相対誤差は

|ymax| − |ymin|
|ymin|

=
104u − 103u

103u
= 900% (4.50)

となる．つまり，開ループの場合出力の誤差が９倍にも及ぶ．

一方，図4.20のように抵抗Rと rを接続する場合，演算増幅器の入力インピー

ダンスが極めて大きいので，演算増幅器に流れる電流はほぼ零となる．すると，

抵抗Rと rを流れる電流は等しく，式
u − e

r
=

e − y

R

が成り立つ．本式から演算増幅器の入力電圧eを求めると

e =
rR

r + R

(u

r
+

y

R

)
(4.51)

が得られる．さらに，演算増幅器入出力電圧の関係は

y = −Ae (4.52)

で与えられている．これらの式をブロック線図で表すと，図4.21のフィードバッ

ク系になる．さらに，入出力間のゲインを計算すると

y

u
= − R

r + r+R
A

(4.53)

となる．ここで，R = 10rとすればゲインは
y

u
= − 10

1 + 11
A

= −9.881 ∼ −9.989

となる．その相対誤差は
9.989 − 9.881

9.881
≈ 1.09%

であり，大幅に低減された．103の増幅ゲインを実現したいならば，図4.20の

演算増幅器を３段直列にすればよい．この場合，相対誤差は

9.9893 − 9.8813

9.8813
≈ 2.9% (4.54)

であり，やはり十分に低い．したがって，フィードバック制御を行うことによ

り，安定した増幅ゲインを得ることができるようになる．つまり，フィードバッ
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ク制御はモデル不確かさに強い (ロバストという)．ただし，その代償として一

つの演算増幅器と同等の増幅ゲインを実現するのに三つの演算増幅器を使う必

要がある．また，一般にフィードバック制御系ではセンサを用いるので，これ

もシステムのコストを押し上げる要因となる．したがって，制御精度よりも製

品の低コストを重要視する場合は開ループ制御方式を取るべきであろう．

A

u
y−

+

図4.19 演算増幅器

R

r

e Au
y

−
+

図4.20 フィードバック型演算増幅器

−ArR
r+R+

yu

1/R

1/r
e

図4.21 フィードバック型演算増幅器の等価ブロック線図

4.4.3 外 乱 抑 制

プラント入力端に外乱d(t)が入ったとき，出力に対する影響を考える．以下

の二つの場合について考察を加える．ただし，図4.22と図4.23において破線を

除いた部分は開ループ系を示す．

〔1〕 外乱が測定できない場合 開ループ系の場合，図4.22より出力は

ŷo(s) = P (s)K(s)r̂(s) + P (s)d̂(s) (4.55)

となる．外乱によって出力偏差 ŷod(s) = P (s)d̂(s)が生じる．これに対して，閉

ループ系では出力が

ŷc(s) =
P (s)K(s)

1 + P (s)K(s)
r̂(s) +

P (s)
1 + P (s)K(s)

d̂(s) (4.56)

であり，外乱による出力偏差は ŷcd(s) = P d̂/(1 + PK)である．よって，

ŷcd(s) =
1

1 + P (s)K(s)
ŷod(s) (4.57)

が成り立つ．制御器K(s)のゲインを上げていくと，1/(1 + PK)のゲインは

低減されるので，|ŷcd(jω)| ¿ |ŷod(jω)|とすることができる．したがって，閉

ループ系の方が外乱の影響を受けにくい．

〔2〕 外乱が測定できる場合 この場合，図4.23のように外乱を相殺を
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PK−
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図4.22 外乱が測定できない場合
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図4.23 外乱が測定できる場合

することができる．ただし，A(s)はアクチュエータの伝達関数を表す．開ルー

プ系では，外乱による出力偏差が

ŷod(s) = P (s)[1 − A(s)F (s)]d̂(s) (4.58)

である．A(s)は最小位相で，次数差がγであるとき，前置補償器 (pre-filter)を

F (s) = A−1(s)/(εs + 1)γとすれば

ŷod(s) = P (s)
[
1 − 1

(εs + 1)γ

]
d̂(s) (4.59)

となる．ε → 0とすると，広い周波数帯域にわたって外乱を除去できる．

一方，閉ループ系の場合，同じ外乱相殺を施すと外乱による出力偏差は

ŷcd(s) =
P (s)

1 + P (s)A(s)K(s)
[1 − A(s)F (s)]d̂(s)

=
1

1 + P (s)A(s)K(s)
ŷod(s) (4.60)

となる．ここでも，閉ループ制御が優れている．しかし，外乱の相殺を行わず，

フィードバックだけで外乱の影響を抑える場合，出力偏差は

ŷcd(s) =
P (s)

1 + P (s)A(s)K(s)
d̂(s) (4.61)

となる．広帯域にわたってこの閉ループ伝達関数のゲインを低く抑えることは

できないので，外乱抑制性能が劣る．

以上の議論をまとめると，フィードバック制御の利点は以下の三点に集約で

きる．

1. プラント不確かさの影響を抑えられる

2. 外乱抑制に優れる

3. 不安定/非最小位相系を精度よく制御できる

4.5 応答の定量評価：ノルムの導入 ∗

R.E. Kalman: ”Get the physics right. After that it is all

mathematics.” (IFAC’2005特別講演)

いままでの節では，設計されたシステムに対していかにその応答を評価する
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かについて述べた．しかし，制御系を設計する段階では制御器が未定なので，未

定の閉ループ系を直接評価できない．そこで，本節では要求される制御仕様を

制御系設計に反映させる方法について考える．具体的には，まず制御仕様を信

号に対する条件に帰着させ，さらにこの条件を設計される閉ループ伝達関数に

対する条件に帰着させる．こうすることによって，制御系設計は評価される伝

達関数が満たすべき条件を満足するように制御器を求めるという，純粋な数学

問題を解くことに集約され，体系化できる．

以下，過渡応答と定常応答の仕様を制御系設計に反映させる方法を考える．

制御性能の善し悪しはすべて応答で判断すべきものであり，応答の面積は適切

な指標の一つであろう．例えば，目標値追従の場合，追従誤差の面積で，また

外乱制御の場合は外乱の出力応答の面積でそれぞれの性能を測れる．さらに，

定常特性は適切な評価出力の応答の面積を有界にすることで自動的に保証され

る．例えば，目標値漸近追従の場合は追従誤差で，持続外乱の漸近除去の場合

は外乱出力応答を用いればよい．応答の面積のような信号の大きさを測る尺度

は，数学的には信号のノルムとして表現される．さらに，システム設計は伝達

関数を通して行われるから，信号に関する仕様を伝達関数に関する仕様に反映

させなければならない．そのために，システムのノルムというものも必要にな

る．以下では，これらについて説明する．

4.5.1 信号のノルム

よく用いられる信号のノルムは以下のようなものである．ここで，t < 0のと

き信号u(t)がu(t) = 0を満たすと仮定する．

〔1〕 スカラ信号の場合

1. 1ノルム (絶対値面積)

‖u‖1 =
∫ ∞

0

|u(t)|dt (4.62)

2. 2ノルム (2乗面積の平方根)

‖u‖2 =

√∫ ∞

0

u(t)2dt (4.63)

3. ∞ノルム (最大振幅)

‖u‖∞ = sup
t

|u(t)| (4.64)

例4.5 次の信号
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u(t) =

{
e−t t >= 0

0 t < 0

について，上で定義されたノルムはそれぞれ次のようになる．

‖u‖1 =

∫ ∞

0

e−tdt = 1, ‖u‖2 =

√∫ ∞

0

e−2tdt =

√
2

2

‖u‖∞ = sup
t

|e−t| = |e−0| = 1

2

〔2〕 ベクトル信号の場合 ベクトル信号u(t)を

u(t) = [u1(t) · · · un(t)]T

とおく．そのノルムは以下のようになる．

‖u‖1 =
∫ ∞

0

n∑
i=1

|ui(t)|dt (4.65)

‖u‖2 =

√√√√∫ ∞

0

n∑
i=1

ui(t)2dt (4.66)

‖u‖∞ = max
1<=i<=n

sup
t

|ui(t)| (4.67)

4.5.2 システムのノルム

以下では，g(t)でシステムG(s)の単位インパルス応答を表すことにする．ま

た，安定なシステムだけを考える．次のノルムがよく使われる．

〔1〕 伝達関数の場合

H2ノルム：

‖G‖2 =

√
1
2π

∫ ∞

−∞
|G(jω)|2dω =

√∫ ∞

0

|g(t)|2dt = ‖g‖2 (4.68)

H2ノルムは周波数応答のゲインの２乗面積の平方根を表しており，かつインパ

ルス応答の２乗面積の平方根に等しい．上式の２番目の等号はParsevalの定理

によるものである．

H∞ノルム：

‖G‖∞ = sup
ω∈(−∞, ∞)

|G(jω)| (4.69)

H∞ノルムは図4.24に示されるように，伝達関数の周波数応答の最大振幅となっ

ている．

L1ノルム (ピーク値ゲイン)：

‖G‖1 = ‖g‖1 (4.70)
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‖G‖∞

dB

|G(jω)|

ω

図4.24 H∞ノルム

例4.6 安定伝達関数

G(s) =
1

s + 1
について，そのH2ノルム，H∞ノルムとL1ノルムを計算しよう．

まず，インパルス応答は

g(t) =

{
e−t, t >= 0

0, t < 0

である．すると，

‖G‖2 =

√∫ ∞

0

|g(t)|2dt =

√
2

2

一方，

|G(jω)|2 =
1

ω2 + 1

は連続関数であり，極大値をとる周波数では傾きが零である．d|G(jω)|2
dω

= 0を満たす

のはω = 0である．よって

‖G‖∞ = |G(j0)| = 1

となる．これはG(s)のBode線図からも確認できる．さらに，

‖G‖1 = ‖g‖1 =

∫ ∞

0

|e−t|dt = 1

である． 2

〔2〕 伝達行列の場合

H2ノルム：

‖G‖2 =

√
1
2π

∫ ∞

−∞
Trace(G(jω)∗G(jω))dω

=

√∫ ∞

0

Trace(g(t)T g(t))dt (4.71)

H∞ノルム：

‖G‖∞ = sup
ω∈(−∞, ∞)

σmax(G(jω)) (4.72)

L1ノルム (ピーク値ゲイン)

‖G‖1 = max
1<=i<=m

n∑
j=1

‖gij‖1 (4.73)
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ただし，インパルス応答をg(t) = (gij(t)) ∈ Rm×nとおいた．

4.5.3 システムノルムと入出力ノルムの関係

本節では，伝達関数のノルムと入出力のノルムの間の関係について調べる．前

述したように制御仕様は信号に対して与えられるが，制御系の設計は伝達関数

を通して行われる．ゆえに，信号に関する仕様を伝達関数に対する仕様に変換

しなければならない．このために，伝達関数ノルムと入出力信号の関係を明ら

かにする必要がある．

〔1〕 H2ノルムの場合

まず，スカラ伝達関数G(s)の場合を考える．このとき，単位インパルス入力

に対する出力応答はy(t) = g(t)であり，式 (4.68)より伝達関数のH2ノルムは

そのインパルス応答のH2ノルムに等しいことが分かる．

多入出力系の場合を調べるため，m入力の伝達行列を考える．また，{ui} (i =

1, . . . ,m)をRm上の正規直交ベクトルの組とする．すなわち，

U = [u1, · · · , um], UT U = UUT = I (4.74)

とする．インパルス入力wi(t) = uiδ(t)に対する応答がyi(t) = g(t)uiである

から，次の関係が成り立つ．
m∑

i=1

‖yi‖2
2 =

m∑
i=1

∫ ∞

0

yT
i (t)yi(t)dt =

m∑
i=1

∫ ∞

0

uT
i gT (t)g(t)uidt

=
∫ ∞

0

m∑
i=1

Trace
(
gT (t)g(t)uiu

T
i

)
dt =

∫ ∞

0

Trace
(
gT (t)g(t)UUT

)
dt

=
∫ ∞

0

Trace
(
gT (t)g(t)

)
dt = ‖G‖2

2 (4.75)

ただし，式の変形にトレースの性質Trace(AB) = Trace(BA)と
∑

Trace(Ai) =

Trace(
∑

Ai)を使った．これは，伝達行列のH2ノルムの２乗がその正規直交

のインパルス入力組に対する応答の２乗面積の総和となることを示している．

別の解釈として，伝達行列のH2ノルムはその単位ベクトル白色雑音入力に

対する定常応答の平均２乗に等しいこともいえる．つまり，

lim
t→∞

E
(
y(t)T y(t)

)
= ‖G‖2

2 (4.76)

が成り立つ 5)．ここで，E(·)は期待値を表す．

〔2〕 H∞ノルムの場合

安定システムG(s)の入力をu(t)，出力をy(t)とする．このとき，
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‖G‖∞ = sup
‖u‖2 6=0

‖y‖2

‖u‖2
(4.77)

の関係が成立する．‖y‖2/‖u‖2は入出力エネルギーの平方根の比であるので，上

式はすべてのエネルギー有界入力uについてこの比を計算したときの上限値は

‖G‖∞となることを表している．ゆえに，u(t)がエネルギー有界 (‖u‖2 < ∞)

の外乱であるとき，その応答y(t)を小さくするには，‖G‖∞ → 0とすればよい

ことが分かる．また，外乱応答の減衰率を与えられた値γ(> 0)未満にしたいと

き，‖G‖∞ < γが成り立てばよい．

〔3〕 L1ノルムの場合

安定システムG(s)の入力をu(t)，出力をy(t)とする．このとき，

‖G‖1 = sup
‖u‖∞ 6=0

‖y‖∞
‖u‖∞

(4.78)

の関係が成立する．‖y‖∞/‖u‖∞は入出力最大振幅の比であり，上式はすべて

の有界入力uについてこの比を計算したときの上限値は‖G‖1となることを表

している．ゆえに，u(t)が有界 (‖u‖∞ < ∞)の外乱であるとき，その応答y(t)

のピーク値を小さくするには，‖G‖1 → 0とすればよいことが分かる．また，外

乱応答の減衰率を与えられた値γ(> 0)未満にしたいとき，‖G‖1 < γが成り立

てばよい．

ただし，〔１〕と〔２〕の関係はあくまで数学的なもので，システム的にはそれ

ほど役立つものでない．なぜなら，現実に考えるべき外乱はインパルスやエネ

ルギー有界なものではなく，むしろステップ信号のような，エネルギー有界で

ない持続外乱である．また，外乱の周波数特性などの性質も考慮されていない．

4.5.4 外乱制御と重み関数

以下では，別の立場から伝達行列のH2ノルム，H∞ノルムの入出力関係を考

察する．通常，外乱はインパルス信号ではなく，また雑音も白色ではない．こ

れらは一定の動特性，すなわち，周波数特性をもつ．いま，外乱 dの周波数特

性をW (s)とする．図4.25から分かるように，y(t)は重みつき伝達関数GW の

インパルス応答となる．この外乱に対する出力応答を抑えるには，

‖y‖2 = ‖GW‖2 (4.79)

を最小にすればよい．上述の問題は重み付きH2制御問題といい，W (s)は重み

関数と呼ばれる．また，外乱の周波数応答の上界だけが分かる場合，すなわち

|d̂(jω)| <= |W (jω)|, ∀ ω (4.80)
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のとき，

‖Gd̂‖2 <= ‖GW‖2 (4.81)

が成り立つので，‖GW‖2を最小にすれば，外乱応答も抑えられることになる．

G- -
yd

W-
δ

図4.25 周波数特性W (s)をもつ外乱の応答

一方，H∞ノルムの場合，１入出力系において，

‖G‖∞ = sup
ω

|G(jω)| (4.82)

が単位インパルス応答の周波数特性の最大振幅である．また，多入出力系の場合，

‖G‖∞ = sup
u∈Cm

‖u‖=1

‖Gu‖∞, ‖Gu‖∞ = sup
ω

‖G(jω)u‖2 (4.83)

が成り立つ．Cmは遅れ要素を含むベクトルインパルス信号の空間として解釈

できるので，‖G‖∞は各チャンネルへのインパルス入力の印加時刻が任意であ

るようなあらゆる単位ベクトルインパルス応答の周波数特性の最大振幅である．

すると，外乱d(t)の周波数特性をW (s)とすれば，ŷ(s) = G(s)W (s)となる．

この外乱出力応答を抑えるには，指定値γ(> 0)について

‖GW‖∞ < γ (4.84)

が成立すればよい．同じように，外乱の周波数特性の上界 |W (jω)|だけが見積

もれるとき，式 (4.84)が成り立てば，それに対する出力応答の周波数特性 ŷ(jω)

の最大振幅もγ未満に抑えられる．このような制御問題はH∞制御問題という．

H2，H∞制御問題に対する解法について，文献 5),6)で詳しく解説されてい

る．実制御問題を取り扱うとき，システムの外乱は必ず何らかの動特性 (周波数

特性)をもっている．この外乱特性を考えてフィードバック制御系を設計すると，

外乱の特徴を考えない場合よりもよい制御性能が得られる．したがって，重み

つき問題は実問題によく対応しており，現実的な設計では必ず外乱モデルを重

み関数として用いるべきである．

練 習 問 題

4.1 図4.1の閉ループ系において，各伝達関数を以下のものとする．

P (s) =
1

s + 1
, K(s) =

k

s2 + 4
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(a) 閉ループ系を安定化できるkが存在することを示し，その範囲を求めよ．

(b) r(t) = 0，d(t) = sin 2t (t >= 0)のとき，y(∞) = 0となることを示せ．

(c) r(t) = sin 2t, d(t) = 0 (t >= 0)の場合， lim
t→∞

(r(t) − y(t))を計算するこ

とによって定常出力 lim
t→∞

y(t)を求めよ．

4.2 図4.1の閉ループ系の各伝達関数は次式で与えられる．

P (s) =
1

s(s + 1)
, K(s) = k

(a) 閉ループ系の安定性を保証するゲインkの範囲

(b) d(t) = 0, r(t) = 1(t)のときの定常追従誤差e(∞)

(c) r(t) = 0, d(t) = 1(t)のときの定常出力y(∞)

を求めよ．さらに，(b)，(c)の結果について考察せよ．

4.3 問4.2のプラントと制御器を

P (s) =
1

s + 1
, K(s) =

k

s

に替え，同じ問題を解け．また，前問との違いを論じよ．

4.4 図4.1において，制御対象と制御器は次式で与えられる．

P (s) =
1

s − 1
, K(s) = 3 +

k

s

(a) 閉ループ系が内部安定となるために許されるkの値の範囲を求めよ．

(b) ランプ状の目標値 r(t) = t, t >= 0への追従誤差 e(t) = r(t) − y(t)が

|e(∞)| < 0.05を満足するためのkの値の範囲を求めよ．

4.5 安定伝達関数G(s)について，定理4.1の結果に基づいて，正弦波信号発生器と

オシロスコープを用いてG(jω)を実験的に求める方法を考案せよ．

4.6 基準２次系 (4.19)について，以下の問題を解け．

(a) 単位ステップ応答を求めよ．

(b) 行き過ぎ量と整定時間の公式を導出せよ．

4.7 定理4.6を示せ．(ヒント：行き過ぎが起きる時間帯では追従誤差e(t)が負に

なる)

4.8 伝達関数H(s)が偶数個の正の実零点を有する場合，どんなタイプの逆振れが

生じるか．

4.9 問4.2の閉ループ系について応答速度とバンド幅の関係を調べたい．

(a) d(t) = 0, r(t) = 1(t)のときの出力y(t)を計算し，k = 0.25, 1, 5につい

てプロットせよ．

(b) rからyまでの閉ループ伝達関数Hyr(s)のBode線図をk = 0.25, 1, 5に

ついてプロットし，バンド幅ωBを求めよ．

(c) 以上に基づいて出力応答速度とバンド幅の関係を調べよ．
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4.10 伝達関数G(s) = 4/(s + 1)(s + 5)の単位インパルス応答をg(t)で表す．

(a) 単位インパルス応答g(t)の1, 2, ∞ノルムを計算せよ．

(b) システムG(s)のH∞，H2，L1ノルムを求めよ．



5
線形システムの安定化

制御系設計の際，閉ループ系の内部安定性をまず保証しなければならない．本

章では，状態空間における安定化の基本的な方法を説明する．具体的には，状

態を使った状態フィードバックの方法と状態フィードバックとオブザーバを用

いた動的出力フィードバックの方法を述べる．

以下では，次の状態方程式で与えられる制御対象の安定化を考える．

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (5.1)

y(t) = Cx(t) (5.2)

ただし，x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rpである．

5.1 状態フィードバック

ここでは，まず状態がすべて測定される場合について考える．システムに関

する情報はすべて状態に集約されているので，これを適当に係数倍してから入

力として使えば，閉ループ系を安定化できると考えられる．すなわち，制御入

力を

u = Fx, F =


f11 · · · f1n

...
. . .

...

fm1 · · · fmn

 (5.3)

のように構成できる．この安定化方法は状態フィードバック (state feedback)と

呼ばれ，係数行列Fは状態フィードバックゲイン (state feedback gain)と呼ば

れる．この場合，(5.3)式を (5.1)式に代入して得られた閉ループ系は状態フィー

ドバック系 (state feedback system)と呼ばれ，その状態方程式が



5.1 状態フィードバック 109

ẋ = (A + BF )x (5.4)

となる．明らかに，状態フィードバック系の安定性はA + BFの安定性によっ

て決まる．本節では，これが可能となるための条件およびFの設計方法につい

て考察を加える．

状態フィードバックの設計とは状態フィードバックゲインFをいかに決定す

るかであり，さまざまな方法が提案されている．その中で，もっとも分かりや

すい方法は極配置法 (pole placement)である．その考え方は次のように説明で

きる．つまり，希望する閉ループ系の極をあらかじめ選択し，実際の閉ループ

極がそうなるように状態フィードバックゲインを決める．

極はシステムのA行列の特性多項式の根であるので，閉ループ極が指定され

ると，特性多項式も決まる．例えば，n次元のシステムでその極が{p1, · · · , pn}

に指定されると，対応する特性多項式は (s− p1) · · · (s− pn)となる．一方，閉

ループ系の係数行列がA+BFであるからその特性多項式はdet(sI−(A+BF ))

で与えられる．この両者は等しくなければならない．よって，変数 sに関する

恒等式

det(sI − (A + BF )) ≡ (s − p1) · · · (s − pn) (5.5)

を得る．この式の両辺は多項式であり，等式が恒等的に成立するために，次数

が同じの項は等しい係数をもたなければならない．したがって，上式両辺の係

数を比較することによりF の要素に関するn個の連立方程式を得る．1入力系

の場合，Fは1×nの行ベクトルでその要素数がnなので，解が存在するとき一

意解をもつ．他方，m入力系の場合Fはm× nの行列であり，要素数がm× n

個あるため，解が存在してもその解は一意ではない．

さらに，A + BFが実行列であるので，上記特性多項式は実係数のものとな

り，複素根λをもつときその共役λも根としてもつ．しかも，重根の場合重複

度まで含める．つまり，λが r重根であるとき，λも r重根となる．よって，指

定できる固有値集合は実軸に対して対称でなければならない．以降，指定する

固有値をこのようなものに限定するとする．
ここで，極配置のためにどんな条件が要るかをまず例で見てみよう．

例5.1 次の係数行列で与えられるシステムの極配置について考える．

A =

[
1 1

0 −2

]
, b =

[
1

0

]
フィードバックゲインをf = [f1 f2]とおく．すると，A + bfの特性多項式は
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det

[
s − (1 + f1) −(1 + f2)

0 s + 2

]
= (s − 1 − f1)(s + 2)

となり，固有値は (1 + f1, −2)となる．開ループ極−2がそのまま閉ループ極となっ

ており，状態フィードバックで変えられない．よって，このシステムに対しては状態

フィードバックで閉ループ極を任意に設定できない．実際，開ループ系は不可制御に

なっている． 2

この例から推察されるように，閉ループ極を任意に設定するには開ループ系

の可制御性が必要である．この推測が正しいであることを次の定理で示す．

定理5.1 A + BF の固有値を任意に設定できるために，(A,B)が可制御

でなければならない．

証明 補題2.2によると，(A, B)が不可制御であるとき，必ず相似変換によって

A = T

[
A1 A12

0 A2

]
T−1, B = T

[
B1

0

]
に変換できる．すると，任意のF についてF = FT = [F 1 F 2]とおけば

A + BF = T

[
A1 + B1F 1 A12 + B1F 2

0 A2

]
T−1

と書ける．det(sI −A−BF ) = det(sI −A1 −B1F 1) det(sI −A2)より，ブロック

A2の固有値は明らかに移動できない．すなわち，どんな状態フィードバックゲインF

を使ってもA + BF の固有値を任意に指定することはできない． ■

5.1.1 可制御正準形と可観測正準形

極配置の十分条件を見出すには，正準形 (canonical form)と呼ばれる特別な

実現を用いると都合がよい．以下では，二種類の正準形を紹介する．

準備として，次の補題を先に示す．

補題5.1 n次元の正方行列

A =


0 1

0
. . .
. . . 1

−a1 −a2 · · · −an

 (5.6)

について，以下が成立する．

(1) 行列Aの特性多項式はp(s) := det(sI − A) = sn + ansn−1 + · · · +

a2s + a1である．
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(2) eiを i番目の要素だけが1で，ほかはすべて0のn次元ベクトルとする．

ベクトル z(s)をz(s) = (sI − A)−1eiとおくと，次のようになる．た

だし，zjはz(s)の j番目の要素を表す．

(a) i = 1のとき

z1 = (sn−1 + ansn−2 + · · · + a2)/p(s)

z2 = −a1/p(s), z3 = −a1s/p(s), . . . , zn = −a1s
n−2/p(s)

(b) 2 <= i <= n − 1のとき

z1 = (sn−i + ansn−(i+1) + · · · + ai+1)/p(s)

z2 = sz1, . . . , zi = si−1z1

zi+1 = −(ais
i−1 + · · · + a2s + a1)/p(s)

zi+2 = szi+1, . . . , zn = sn−(i+1)zi+1

(c) i = nのとき

z = [1 s · · · sn−1]T /p(s)

証明 (1)は行列式に関する基本操作を用いて行列式を下三角行列の行列式に変形す

るか，Laplace展開 5)を用いて証明できる．

(2)に関しては，2 <= i <= n − 1の場合についてだけ証明を与える．ほかの場合は同

様な手法で示せる．z(s) = (sI − A)−1eiは次の線形代数方程式
s −1

s −1

. . .
. . .

s −1

a1 a2 · · · an−1 s + an





z1

...

zi

...

zn


=



0
...

1
...

0


と等価である．この方程式を展開すると，連立線形方程式

sz1 − z2 = 0, sz2 − z3 = 0, · · · , szi−1 − zi = 0

szi − zi+1 = 1

szi+1 − zi+2 = 0, · · · , szn−1 − zn = 0

a1z1 + a2z2 + · · · + an−1zn−1 + (s + an)zn = 0

が得られる．これを先頭の式から順次解いていくと，

z2 = sz1, · · · , zi = szi−1 = si−1z1

zi+1 = szi − 1 = siz1 − 1, zi+2 = szi+1 = si+1z1 − s, · · ·

zn = szn−1 = sn−1z1 − sn−(i+1)
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を得る．これらすべてを上記連立方程式の最後の式に代入することによって

z1 =
sn−i + ansn−i−1 + · · · + ai+2s + ai+1

p(s)

が導かれる．したがって，

zi+1 = siz1 − 1 = −ais
i−1 + · · · + a2s + a1

p(s)

となる． ■

システム (5.1)が可制御であるとき，相似変換によって可制御正準形 (control-

lable canonical form)と呼ばれる特別な実現に変換できることを示す．ここで,

１入出力系を考える．

補題5.2 実現 (A, b, c, 0)が与えられたとし，行列Aの特性多項式を

det(sI − A) = sn + ansn−1 + · · · + a2s + a1 (5.7)

とする．また，(A, b, c, 0)に対応する伝達関数を

c(sI − A)−1b =
βnsn−1 + βn−1s

n−2 + · · · + β2s + β1

sn + ansn−1 + · · · + a2s + a1
(5.8)

とおく．(A, b)が可制御であるとき，次の条件を満たす相似変換行列Tが

存在する．

A := T−1AT =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

−a1 −a2 −a3 · · · −an


(5.9)

b := T−1b = [0 0 0 · · · 1]T (5.10)

c := cT = [β1 β2 · · · βn−1 βn] (5.11)

この新しい実現 (A, b, c, 0)を可制御正準形と呼ぶ．

証明 可制御性の仮定より可制御行列C = [b Ab · · · An−2b An−1b]が正則であ

る．また，行列

U =


a2 a3 · · · an 1

a3 a4 · · · 1 0
...

...
...

...
...

an 1 · · · 0 0

1 0 · · · 0 0

 (5.12)

も明らかに正則である．よって，行列

T := CU = [t1 t2 · · · tn−1 tn] (5.13)
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が正則となる．T を展開すると，各列は

t1 = (An−1 + anAn−2 + · · · + a3A + a2I)b

t2 = (An−2 + anAn−3 + · · · + a3I)b

...

tn−1 = (A + anI)b

tn = b

となる．すると，b = tnより

At2 = t1 − a2tn, . . . , Atn−1 = tn−2 − an−1tn, Atn = tn−1 − antn (5.14)

の関係が成り立つ．また，Cayley-Hamiltonの定理よりAn + anAn−1 + · · ·+ a2A +

a1I = 0であるので，本式に右からを bかけると

At1 = −a1tn (5.15)

も成り立つ．これらの式をまとめると，

AT = TA ⇒ A = T−1AT (5.16)

を得る．また，Tb = bは容易に分かり，よってT−1b = bが成立する．さらに，相似

変換は伝達関数を変えないので，c(sI −A)−1b = c(sI −A)−1bと補題5.1(2c)を用い

れば cの式も簡単に確認できる． ■

この補題の双対の結果として，次の補題がある．

補題5.3 実現 (A, b, c, 0)が与えられたとし，行列Aの特性多項式を

det(sI − A) = sn + ansn−1 + · · · + a2s + a1 (5.17)

とする．また，実現 (A, b, c, 0)に対応する伝達関数を

c(sI − A)−1b =
βnsn−1 + βn−1s

n−2 + · · · + β2s + β1

sn + ansn−1 + · · · + a2s + a1
(5.18)

とおく．(c, A)が可観測であるとき，次の条件を満たす相似変換行列Sが

存在する．

SAS−1 =



0 0 · · · 0 −a1

1 0 · · · 0 −a2

0 1
. . .

... −an−1

...
. . . . . . 0

...

0 · · · 0 1 −an


, Sb =



β1

β2

...

βn−1

βn


(5.19)

cS−1 = [0 0 · · · 0 1] (5.20)

この新しい実現を可観測正準形 (observable canonical form)と呼ぶ．
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証明 双対システム (AT , cT , bT , 0)を可制御正準形に変換してから，再び双対シス

テムを計算すれば結論が得られる．なお，この場合の変換行列はS = UOで与えられ
る．ただし，Uは式 (5.12)で置いた行列で，Oは可観測行列である． ■

ここで述べた正準形は多入力多出力系にも拡張できるが，記述が煩雑になる

ので省略する．興味のある読者は文献 2),6)を参照されたい．

5.1.2 １入力系の極配置

１入力の動的システム

ẋ = Ax + bu (5.21)

に対して, 状態フィードバックで閉ループ極を任意に指定できる条件を次の定

理に示す．

定理5.2 １入力系に対して，状態フィードバックu = fx (fT ∈ Rn)で

A + bfの固有値を任意に指定できるための必要十分条件は，(A, b)が可制

御であることである．

証明 必要性は定理5.1で示した．ここで，十分性を示す．

まず，(A, b)を変換行列Tで可制御正準形 (A, b)に変換する．fT = f = [f1 · · · fn]

とおくと，

T−1(A + bf)T = A + b f

=


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

−(a1 − f1) −(a2 − f2) −(a3 − f3) · · · −(an − fn)


となる．そして，等式det(sI−T−1XT ) = det(T−1(sI−X)T ) = det(T−1) det(sI−
X) det(T ) = det(sI − X)および補題5.1(1)を使えば，次式

det(sI − (A + bf)) = det(sI − (A + bf))

= sn + (an − fn)sn−1 + · · · + (a1 − f1) (5.22)

が得られる．fによってこの多項式の係数を任意に設定できるので，任意に与えられ

た固有値を特性多項式にもたせることができる．例えば，指定する閉ループ系特性

多項式をsn + γnsn−1 + · · · + γ2s + γ1とすると，係数を比較することによりf =

[a1 − γ1 · · · an − γn]が得られる．よって，状態フィードバックゲインは

f = fT−1 = [a1 − γ1 · · · an − γn]T−1 (5.23)

となる． ■
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フィードバックゲインfの計算方法もこの証明で与えられていることに注意

されたい．

例5.2 例1.7の１自由度振動系が可制御であることは例2.1で確認した．ただし

A =

[
0 1

− K
M

0

]
, b =

[
0
1
M

]
である．ここでは，この１自由度振動系に対してA + bfの固有値を (p1，p2)に設定す

る行列f = [f1 f2]が存在するかについて調べる．固有値の定義から恒等式

det(sI − (A + bf)) = (s − p1)(s − p2)

⇒ s2 − f2

M
s +

(
K

M
− f1

M

)
= s2 − (p1 + p2)s + p1p2

が成り立つことが分かる．両辺各項の係数を比較すると，連立方程式
f2

M
= p1 + p2，

K

M
− f1

M
= p1p2

を得る．これらの連立方程式を解くと一意解

f = [K − Mp1p2, M(p1 + p2)]

が得られる． 2

３次以下のシステムに対して，本例のように特性方程式から導かれる連立方

程式を直接解いても比較的簡単に解が得られるが，高次系に関しては公式(5.23)

を使った方がよかろう．

【例題5.1】 ３次元のシステム

ẋ =

 1 1 −2

0 1 1

0 0 1

x +

 1

0

1

u

に対して，閉ループ極が−2,−1 ± j1となるように状態フィードバックゲインを設計

せよ．

解答 可制御行列を計算すると

C = [b Ab A2b] =

 1 −1 −2

0 1 2

1 1 1


となり，ランク３をもつ．よって，開ループ系が可制御であり，状態フィードバック

による極配置は可能である．また，開ループ系特性多項式が

det(sI − A) = s3 − 3s2 + 3s − 1

であることよりa1 = −1, a2 = 3, a3 = −3である．すると，実現を可制御正準形に

変換する変換行列は

T = C

 a2 a3 1

a3 1 0

1 0 0

 =

 4 −4 1

−1 1 0

1 −2 1


となる．そして，指定された閉ループ系の特性多項式は

(s + 2)(s + 1 − j)(s + 1 + j) = s3 + 4s2 + 6s + 4
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であり，γ1 = 4, γ2 = 6, γ3 = 4となる．よって，状態フィードバックゲインは

f = [a1 − γ1 a2 − γ2 a3 − γ3]T
−1 = [−15 − 47 8]

となる． ♦

5.1.3 多入力系の極配置

ここでは，多入力系の場合A + BF の固有値を任意に設定できる条件がどの

ようになるかについて考える．結論からいうと，(A, B)が可制御であることは

A + BFの固有値を任意に指定できるための必要十分条件となる．このことは

多入力系の極配置問題を１入力系の問題に変換することによって示される．

補題5.4 m入力系 (A,B)が可制御であるとき，任意の非零ベクトル b ∈

ImBに対して，必ず (A + BK, b)を可制御にする行列K ∈ Rm×nが存在

する．

証明 b1 = bとおき，部分空間U1 = span{b1, Ab1, . . . , An−1b1}を定義してお
く．もしdim(U1) = nならば，K = 0が条件を満たす．dim(U1) = n1 < nの場合，

{b1, Ab1, . . . , An1−1b1}はU1の基底となる†．ここで，以下のようにn次元のベク

トル列を作る．

x1 = b1, xj = Axj−1 + b1, j = 2, . . . , n1 (5.24)

この漸化式で与えられたベクトル列がxj −xj−1 = A(xj−1 −xj−2)を満たす (j >= 3)．

これをx2 − x1 = Ab1のもとで順次使えば，次の関係式が成立することは確認できる．

b1 = x1, Ab1 = x2 − x1, · · · , An1−1b1 = xn1 − xn1−1

ベクトル列{xi}と{Ai−1b1}は一対一の関係にあるので，{x1, . . . , xn1}も部分空間
U1の基底となる．

可制御条件から必ず b2 /∈ U1のベクトル b2 ∈ ImBが存在する††．さらに，n2を

x1, . . . , xn1 , b2, Ab2, . . . , An2−1b2

が線形独立となる最大整数とし，新たなベクトル列を

xn1+i = Axn1+i−1 + b2, i = 1, . . . , n2 (5.25)

のように構成する．このとき，xn1+1 − xn1 = (A − I)xn1 + b2より

† ベクトル集合{b1, Ab1, . . . , Ak−1b1}が線形独立でAkb1がその線形結合で表

せるとすると，Ak+ib1(i >= 1)もまた{b1, Ab1, . . . , Ak−1b1}の線形結合で表
せることが逐次示せる．条件dim(U1) = n1よりk = n1でなければならない．

†† AU1 ⊂ U1に着目する．条件を満たす b2が存在しないとすると，任意の b′ ∈ ImB

がU1に含まれることになる．すると，Aib′ ∈ U1 (∀i >= 0)も成り立つ．つま

り，可制御行列Cの列はすべてU1に含まれることになり，よって可制御行列C
のランクはn1(< n)となる．これは (A, B)の可制御性に反する．
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xn1+i − xn1+i−1 = A(xn1+i−1 − xn1+i−2) = · · ·

= Ai−1(xn1+1 − xn1) = Ai−1b2 + Ai−1(A − I)xn1

が成り立つ．つまり，新しいベクトルを作る度に新たな線形独立な列を加えている．さら

に，U1がA不変であることからAi−1(A−I)xn1 ∈ U1となる．よって，x1, . . . , xn1 ,

. . . , xn1+n2が線形独立となる．

Cのランクはnであるので，このプロセスを続けていくと，必ず有限回で線形独立

なベクトル列x1, . . . , xnが作れる．しかも

xi+1 = Axi + b̄i, i = 1, . . . , n − 1 (5.26)

を満たす．ただし，ここで記述の便宜上 b1, b2などをxiの添え字に合わせて添え字を

つけて，b̄iとおいた．当然 b̄i ∈ ImBであり，b̄i = Bgi, gi ∈ Rmと表せる．そこで，

X = [x1 . . . xn]とおくと，Xが正則となる．さらに，

K = [g1 · · · gn]X−1, gn ∈ Rmは任意 (5.27)

とすれば，式

BKxi = b̄i, i = 1, . . . , n − 1

が成り立つ．これをxiの漸化式 (5.26)に代入することによって

xi+1 = (A + BK)xi ⇒ xi = (A + BK)i−1x1 = (A + BK)i−1b (5.28)

が得られる．ゆえに，[b (A + BK)b · · · (A + BK)n−1b]のランクがnとなり，

(A + BK, b)は可制御となる． ■

フィードバックゲインKは上記補題のように構成しなくても，ランダムに与

えることでほとんどすべての場合 (A + BK, Bg)を可制御にすることができる
1)．ただし，gは任意の非零ベクトルである．

この補題と定理5.2によれば，多入力系極配置に関する次の定理は明らかで

ある．

定理5.3 m入力系

ẋ = Ax + Bu

に対して，A + BFの固有値を任意に設定できる状態フィードバックゲイ

ンF ∈ Rm×nが存在するための必要十分条件は，(A, B)が可制御である

ことである．

証明 前記補題における bはBg, g ∈ Rmと書けることに注意する．入力変換u =

Kx+gvを行うと，システムは可制御な１入力系 ẋ = (A+BK)x+bvに変わる．定理

5.2によれば，この１入力系の極配置を状態フィードバックv = fxでできる．よって，

F = K + gf (5.29)

が所望のフィードバックゲインを与える． ■

例5.3 ２入力システム
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ẋ = Ax + Bu =


1 0 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 0 0

x +


1 0

1 0

0 0

0 1

u

の極を{−1,−1,−1 + j,−1− j}に配置できる状態フィードバックゲインF を設計し

よう．

まず，b = b1 = [0 0 0 1]T，b2 = [1 1 0 0]T (ベクトルの添え字はB行列の列の番

号と異なるので，要注意)とすると，n1 = 1, n2 = 3となることが確認できる．また，

補題5.4のアルゴリズムに従って計算すると

X = [x1 x2 x3 x4] =


0 1 2 3

0 1 1 2

0 0 1 2

1 0 0 0


を得る．x2, x3, x4はx2 = Ax1 + b2 = Ax1 + b̄1, · · · , x4 = Ax3 + b2 = Ax3 + b̄3に

従って計算されたので，b̄1 = b̄2 = b̄3 = b2 = B[1 0]T となる．よって

g1 = g2 = g3 =

[
1

0

]
である．そこで，g4 = [0 0]T とすると

K = [g1 g2 g3 g4]X
−1 =

[
2 −1 −2 1

0 0 0 0

]
となる．A+BKの特性多項式を計算すると，det(sI−(A+BK)) = s4−2s3 +s2 +s

となるので，a1 = 0, a2 = a3 = 1, a4 = −2である．また，指定された閉ループ系

特性多項式は

(s + 1)(s + 1)(s + 1 − j)(s + 1 + j) = s4 + 4s3 + 7s2 + 6s + 2

であり，よってγ1 = 2, γ2 = 6, γ3 = 7, γ4 = 4である．次に，式 (5.13)にしたがっ

て (A + BK, b)を可制御正準形に変換する変換行列を計算すると，

T =


0 0 1 0

1 −1 1 0

0 1 0 0

1 1 −2 1

 , T−1 =


−1 1 1 0

0 0 1 0

1 0 0 0

3 −1 −2 1


を得る．すると，A + BK + bfの固有値を指定された値に配置する状態フィードバッ

クゲインfは式 (5.23)に従って計算すれば，

f = [a1 − γ1 a2 − γ2 a3 − γ3 a4 − γ4]T
−1 = [−22 4 5 − 6]

のように求まる．一方，b = B[0 1]T よりg = [0 1]T である．よって，最終的に次の

状態フィードバックゲインを得る．

F = K + gf =

[
2 −1 −2 1

−22 4 5 −6

]
2

5.1.4 極選択の指針
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極配置法で状態フィードバックゲインを設計したいとき，極をいかに決める

かは設計の中心課題となる．極を決めるとき，安定性だけではなく，性能 (つま

り過渡応答)も考えなければならない．また，実装上の制約，主に制御入力の大

きさも考慮する必要がある．特に，制御入力の大きさと極の位置の間に定性的

な関係しかない．よって，基本的には極の選択は試行錯誤を要する．その指針

を以下にまとめる．

1. 必要な収束速度を保証するために，極は虚軸から一定の距離を離れなけ

ればならない．すなわち，

Re(pi) <= −σ, ∀ i

を満たさなければならない．ここで，σ > 0は応答の収束速度を決定する

パラメータである．このとき，過渡応答の振幅はおよそe−σtによって決

定づけられる．そして，e−4.6 ≈ 1%であるので，整定時間 tsはσts ≈ 4.6

を満たすものとすることができる．これにより整定時間 tsが与えられれ

ば，パラメータσをσ ≈ 4.6/tsと決めることができる．

2. 極の虚部は応答の振動周波数になるため，振動の具合を抑える (単位時間

における振動の回数を少なくする)ために，虚部を小さくしなければなら

ない．通常，実部よりも虚部を小さくとる．これは，振動周波数は Im(p)

で周期が2π/Im(p)となるから，Re(p) >= Im(p)のとき一周期で振幅が

e−Re(p)·2π/Im(p) <= e−2π = 0.19%に減少するからである．また，２次系

において実部と虚部が等しいとき，特性多項式は(
s +

ωn√
2

)2

+
(

ωn√
2

)2

= s2 + 2 · 1√
2
· ωns + ω2

n

で，減衰係数が1/
√

2となり，それが減衰の許容限界と考えられるから

である (図4.10によれば ζ = 1/
√

2のとき行き過ぎ量は約5%となる)．

3. 制御入力の大きさは基本的に極の大きさの増加と共に増加するので，そ

れを制限するために，極を原点から離しすぎてはいけない．さらに，応

答に対する悪影響として，極を負の無限大へ近づけると応答の最大振幅

が発散するような現象が生じる 3)．

以上を総合すると，指定できる極の存在域は図5.1の影の部分となる．

ただし，虚部と実部の比 Im(p)/Re(p)を小さくしすぎると，減衰係数が大き

すぎて，バンド幅が下がり，立上り時間は長くなってしまう．したがって，立

上り時間 trも短くしたい場合，この比を１近くにする必要がある．

以下では，設計例について説明する．
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−σ
45◦

Im

Re0−Σ

図5.1 配置できる極の範囲

例5.4 図5.2に示す２慣性系 (モータ駆動系)のモデルを考える．このモデルは本

質的には二つの慣性モーメント (慣性)が回転軸 (バネ)を通して結ばれ，駆動部の慣性

モーメントを制御することによって負荷を制御する仕組みになっている．このような

システムは世の中にたくさん存在する．例えば，鉄鋼所の圧延プラントはそうである．

loadmotor

φ

ωM u ωL d

図5.2 ２慣性系

0

0.5

1

ω
L

0 0.5 1 1.5
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4
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ω
M

図5.3 状態フィードバック系の応答

ここで，モータの慣性モーメントをJM，回転軸のバネ定数をk，負荷の慣性モーメ

ントをJL，モータ側の粘性摩擦係数をDM，負荷側の粘性摩擦係数をDLとする．ま

た，モータ回転速度をωM，負荷回転速度をωLとし，回転軸のねじれ角をφ，モータ

トルクをuとする．測定出力はモータ回転速度ωMである．各部分のトルクのつり合

い式は

JLω̇L + DLωL = kφ + d

φ̇ = ωM − ωL

JM ω̇M + DMωM + kφ = u

で与えられる．ただし，dは負荷にかかるトルク外乱である．

ここで，状態ベクトルをx = [ωL φ ωM ]T とすると，状態方程式

ẋ =

 −DL
JL

k
JL

0

−1 0 1

0 − k
JM

−DM
JM

x +

 1
JL

0

0

 d +

 0

0
1

JM

u (5.30)

y = [0 0 1]x (5.31)

が容易に得られる．

一定速度で回転している負荷にトルク外乱dが印加されたとき，負荷の回転速度ωLが

あまり変化しないように制御したい．ここで例として，JM = JL = 1, DM = DL = 0
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とおき，k = 100と仮定する．状態フィードバックで閉ループ極を−4 ± j4, −8に配

置すると，フィードバックゲインは次のように求まる．

F = [13.4 104 − 16]

単位インパルストルク外乱に関するωM , ωLの応答は図5.3に示されている． 2

5.2 オ ブ ザ ー バ

状態フィードバックを使うには，すべての状態をセンサ (通常は高価なハード

ウエアである)で測定しなければならないから，贅沢な制御法といえるであろ

う．さらに，無数の状態を有する柔軟構造物のようにすべての状態をセンサで

測れない場合もある．したがって，通常測定出力と制御入力を用いて何らかの

ソフトウエアで状態の推定値を算出する方法がとられる．状態を推定するアル

ゴリズムはオブザーバ (observer)と呼ばれる．

5.2.1 同一次元オブザーバ

典型的なオブザーバは次のオブザーバである．このオブザーバの次数は制御

対象と同じなので，同一次元オブザーバ (full order observer)と呼ばれる．

ẋ = Ax + Bu + L(Cx − y) (5.32)

同一次元オブザーバの基本原理は，制御対象の動特性を利用してソフトウエア

で状態推定値xを作りだし (右辺最初の二つの項)，オブザーバの出力Cxと既

知の制御対象の出力yの誤差で状態推定値を修正する (右辺第３項)ことである．

行列Lはオブザーバゲイン (observer gain)と呼ばれる．一般に，オブザーバ状

態の初期値をx(0) = 0と選ぶ．

状態推定ができるための条件を調べよう．ここで，推定誤差を

e = x − x (5.33)

とおく．x → x ⇔ e → 0 なので，推定誤差の収束だけを考えればよいことが

分かる．このために，e(t)の動特性を調べる．式 (5.32)から式 (5.1)を引くと，

推定誤差に関する微分方程式

ė = Ax + Bu + L(Cx − Cx) − (Ax + Bu)

= (A + LC)e (5.34)

を得る．任意の初期誤差e(0)に対してe(t) → 0となるために，(A + LC)の安

定性が必要かつ十分である．以下，(A + LC)の固有値をオブザーバ極と呼ぶ．
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(A + LC)と (A + LC)T = AT + CT LT が同じ固有値をもつこと，および

(C,A)の可観測性と (AT , CT )の可制御性が等価であることから，次の定理は

明らかである．

定理5.4 式 (5.32)の同一次元オブザーバにおいて，A + LCの固有値を

任意に指定できるオブザーバゲインL ∈ Rn×pが存在するための必要十分

条件は，(C,A)が可観測であることである．

状態フィードバックと同じように，オブザーバの設計においても極配置法が一

番分かりやすいので，この方法について説明する．オブザーバ極が{r1, · · · , rn}

に指定されるとする．このとき，オブザーバの特性多項式は

det(sI − (A + LC)) ≡ (s − r1) · · · (s − rn) (5.35)

となる．両辺の係数を比較することによりLの要素に関するn個の連立方程式

を得る．１出力系の場合，連立方程式を解くことで解を計算できる．多出力系

の場合，

det(sI − (A + LC)) = det(sI − (AT + CT LT )) (5.36)

に基づいて，A = AT，B = CT，F = LT とおいて状態フィードバックゲイン

設計のアルゴリズムでF を計算してから，L = F
T
とおけばオブザーバゲイン

になる．

オブザーバ極の選定 オブザーバの目的は状態を推定して状態フィードバック

を実現させることにある．このためには，状態推定値の真値への収束は十分に

速くしなければならない．つまり，オブザーバの極は状態フィードバック系の

極よりも十分に虚軸から離れなければならない．通常オブザーバ極の大きさは

状態フィードバック系の極の2 ∼ 5倍にする．これはオブザーバ設計の指針で

ある．
２慣性系の例を次に示す．

例5.5 例5.4の２慣性系では，負荷にセンサをつけることは困難なので，通常モー

タ軸の角速度ωMだけを測定する．ここで，この測定出力を用いてすべての状態を推

定するオブザーバを設計しよう．オブザーバ極を−12± j19, −24に指定する．求まっ

たオブザーバーゲインは

L = [−73.2 8.8 − 48]

である．初期状態がx(0) = [1 0 0]T である場合の推定誤差の応答は図5.4に示される．

上から順番にωL，φ，ωMの推定誤差を表示している． 2
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図5.4 オブザーバーの推定誤差の応答

5.2.2 最小次元オブザーバ

通常，出力y = Cxにおいて行列Cは行フルランクである．そうでないとき，

冗長なセンサがあることになるので，むだになる．測定される出力y = Cxに状

態の一部が含まれているから，全状態をオブザーバで推定する必要はなく，そ

の一部だけを推定すればよいと考えられる．そこで，信号

z = V x (5.37)

の推定を考える．このとき， y

z

 =

 C

V

x (5.38)

が成り立つので，[CT V T ]T が正則であれば (y, z)から状態xを一意に算出で

きる．このとき，z ∈ R(n−p)となる．逆に，[CT V T ]T が横長のとき，xは一

意に算出できない．また，[CT V T ]T が縦長のとき，zに冗長な要素をもって

しまう．よって，状態xを一意に算出できるためにzの最小可能な次元はn− p

である．この意味で，最小次元の信号 zを推定するオブザーバは最小次元オブ

ザーバ (minimal order observer)と呼ばれ，その次元はn − pである．

以下，zの推定を考える．ここで，zの推定値をzとし，推定誤差を

e := z − z (5.39)

とおく．まず，初期推定誤差e(0) = 0のときe(t) ≡ 0となるべきである．よっ

て，推定誤差の動特性は次のような自由システムになる必要がある．

ė = Te (5.40)

ここで，T ∈ R(n−p)×(n−p)が安定行列となることは e(∞) = 0のための必要
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十分条件である．この場合に限り，信号 zが推定できる．そこで，この条件式

から最小次元オブザーバがどんな構造をもつ必要があるかについて考察する．

ż = V ẋ = V Ax + V Buを用いれば，上式より

ż = ė + ż = Tz − Tz + ż = Tz + V Ax + V Bu − Tz

が成り立つ．

A

 C

V

−1

= [K M ] ⇒ A = KC + MV (5.41)

とおいてxを (y, z)で表すと，żは

ż = Tz + V Ky + V Bu + (V M − T )z

となる．推定は既知の信号 (y, u)で行わなければならないことから，

V M − T = 0 (5.42)

となる必要がある．この条件はさらに

V (A − KC) = TV (5.43)

と等価である．なぜなら，A − KC = MV より，V M = T が成立すると

きV (A − KC) = V MV = TV となる．逆に，V (A − KC) = TV のとき

V MV = TV，すなわち (V M − T )V = 0が成り立つ．V が行フルランクであ

るためV M − T = 0とならなければならない．

なお，状態推定値xは式 (5.38)にzの代わりに zを代入することで計算され

る．以上をまとめると，次の定理を得る．

定理5.5 T ∈ R(n−p)×(n−p)を任意に与えられた安定行列とする．

rank

 C

V

 = n, V (A − KC) = TV

を満たす行列V ∈ R(n−p)×n, K ∈ Rn×pが存在するとき，オブザーバ

ż = Tz + V Ky + V Bu (5.44)

を用いて状態xを漸近推定でき，その推定値xは

x =

 C

V

−1  y

z

 (5.45)

で与えられる．

この定理の条件を満たす行列の存在は (C,A)の可観測性によって保証される．
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定理5.6 任意に与えられた固有値集合Λ = {λ1, . . . , λn−p}について，

rank

 C

V

 = n, V (A − KC) = TV, σ(T ) = Λ

を満たす行列V ∈ R(n−p)×n, K ∈ Rn×pとT ∈ R(n−p)×(n−p)が存在す

るための必要十分条件は，(C,A)が可観測であることである．

証明 十分性は次のGopinathのアルゴリズムを用いて実際にこれらの行列を構築

することで示されるので，ここでまず必要性を示す．

(C, A)が可観測でないとき，最初の二つの条件が成り立っても，３番目の条件は成

立しないことを示す．このため，λを (C, A)の不可観測固有値とし，u 6= 0をその対

応する固有ベクトルとする．このとき，

Au = λu, Cu = 0 (5.46)

が成り立つ．また，[CT V T ]T の正則性よりV u 6= 0である．すると，

V (A − KC)u = TV u ⇒ λ · V u = T · V u (5.47)

が成り立ち，λ ∈ σ(T )となる．つまり，行列Tの固有値は任意に選べない． ■

〔1〕 Gopinathのアルゴリズム

1. 次の行列が正則となるように行列D ∈ R(n−p)×nを適当に決める．

S :=

 C

D


2. 以下の相似変換を施す．

SAS−1 =

 A11 A12

A21 A22


3. T = A22 + LA12とおき，σ(T ) = ΛとなるようにL ∈ R(n−p)×pを決

める．

4. V = D + LC, K = −AS−1
[

−Ip

L

]
とおく．

行列KはオブザーバにV Kの形でしか現れないから，実際の設計ではそれを

計算する必要はなく，V K = −[L In−p]SAS−1[−Ip LT ]T だけを計算すれば

よい．

このアルゴリズムで決めた行列が定理5.6の条件を満たすことを示そう．まず，

Cは行フルランクだから，Sを正則にする行列Dが存在する．SS−1 = Iから

CS−1 = [Ip 0]が容易に分かる．すると，(C,A)の可観測性および相似変換に

対して可観測性が変らないことから (A12, A22)は可観測でなければならない (練

習問題5.9)．よって，σ(A22 + LA12) = Λを満たすL ∈ R(n−p)×pは極配置法
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で計算できる．さらに，V = [L In−p]SとT = [L In−p]SAS−1
[

0
In−p

]
に

注意すれば，

V (A − KC) = [L In−p]SA + [L In−p]SAS−1

 −Ip

L

 C

= [L In−p]SAS−1

S +

 −Ip

L

C


= [L In−p]SAS−1

 0

In−p

 (D + LC)

= TV

が成り立つことが分かる．さらに， C

V

 =

 Ip 0

L In−p

S ⇒ rank

 C

V

 = n

も成立する．以上で，定理5.6の十分性を示した．

【例題5.2】 状態方程式

ẋ =

 1 1 −2

0 1 1

0 0 1

x +

 1

0

1

u, y = [1 0 0]x

で与えられたシステムについて，最小次元のオブザーバを設計せよ．

解答 まず，可観測行列を計算すると

O =

 1 0 0

1 1 −2

1 2 −3


となり，ランク３をもつ．よって，このシステムは可観測である．最小次元オブザー

バの次元はn − p = 3 − 1 = 2である．そこで，σ(T ) = {−4,−4}となるように最小
次元オブザーバを設計しよう．

ここで，行列Dを次のようにとる．

D =

[
0 1 0

0 0 1

]
⇒ S =

[
C

D

]
= I3 (5.48)

すると，SAS−1は

SAS−1 =

[
A11 A12

A21 A22

]
=

 1 1 −2

0 1 1

0 0 1


のように分割される．L = [l1 l2]

T とおくと

det(sI − (A22 + LA12)) = s2 + (2l2 − l1 − 2)s − (3l2 − l1 − 1) (5.49)

となる．一方，T の特性多項式はs2 + 8s + 16である．係数を比較すると，
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2l2 − l1 − 2 = 8, 3l2 − l1 − 1 = −16 ⇒ l1 = −60, l2 = −25 (5.50)

を得る．さらに，Gopinathのアルゴリズムに従って計算すると

V = D + LC =

[
−60 1 0

−25 0 1

]
, T = A22 + LA12 =

[
−59 121

−25 51

]

V B = −

[
60

24

]
, V K = −

[
575

250

]
が得られる．したがって，最小次元オブザーバは

ż =

[
−59 121

−25 51

]
z −

[
575

250

]
y −

[
60

24

]
u (5.51)

となり，状態xの推定値は

x =

[
C

V

]−1 [
y

z

]
=

[
0

z

]
+

 1

60

25

 y (5.52)

となる． ♦

5.3 併合系と分離原理

さて，出力yだけが計測されるとき，オブザーバで推定した状態を用いて状

態フィードバック

u = Fx + v (5.53)

を施すことを考えよう．ただし，信号vは外部からの入力 (例えば目標値追従用

の信号など)を表す．状態フィードバックとオブザーバを使った制御構成は併合

系という．以下，同一次元オブザーバを使う場合と最小次元オブザーバを使う

場合に分けて，それぞれの閉ループ系の特性を調べる．

++
v yu

xF

制御対象

オブザーバ
状態フィードバック

図5.5 併合系の構造

5.3.1 同一次元オブザーバを用いる場合

このとき，推定誤差はe = x− xである．そこで，閉ループ系の状態を (x，e)

と選ぶことにする．このとき，式 (5.53)で与えられたuと式 (5.1)より ẋは
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ẋ = Ax + BFx + Bv = (A + BF )x + BFe + Bv

となる．これを式 (5.34)とまとめると，閉ループ系の状態方程式 ẋ

ė

 =

 A + BF BF

0 A + LC

  x

e

 +

 B

0

 v (5.54)

を得る．本式より閉ループ系の極は特性多項式

det

 sI − (A + BF ) −BF

0 sI − (A + LC)


= det(sI − (A + BF )) det(sI − (A + LC))

の特性根であり，状態フィードバック系とオブザーバの極の和集合になること

が明らかである．したがって，状態フィードバックとオブザーバがそれぞれ安

定となるように設計されていれば，全システムも安定になることが分かる．つ

まり，状態フィードバックの設計とオブザーバの設計は独立しており，別々に

行える．システム論では，この性質を分離原理 (separation principle)という．

ただし，分離原理が成り立つとはいえ，状態フィードバックとオブザーバの過

渡応答を速くするだけで目標値や外乱に対する応答もよくなる保証はない．な

ぜなら，過渡応答は零点にも依存するからである．例えば，目標値応答の場合，

プラントと制御器の伝達零点は閉ループ伝達関数の伝達零点になる．したがっ

て，プラントに虚軸に近い安定/不安定零点をもつと，閉ループ極を大きくしす

ぎると出力応答の立上りが急激になるから，かえって大きな行き過ぎ量/逆振れ

をもたらしてしまう．制御器の極でプラントの零点を相殺させればよいと思わ

れるかもしれないが，外乱応答などの観点から虚軸に近い極零点相殺は許され

ない．

例5.6 ２慣性系に対し，前の例で設計した状態フィードバックとオブザーバーを

併合した閉ループ系において，単位インパルスのトルク外乱を加えたときのモータ角

速度ωMと負荷角速度ωLの応答は図5.6のようになる． 2

また，u = Fxを式 (5.32)代入すると

ẋ = (A + BF + LC)x − Ly

となるから，y 7→ uの動的出力フィードバック制御器は

K(s) =

 A + BF + LC −L

F 0

 (5.55)

となる．これは状態フィードバックとオブザーバをまとめた動的出力フィード

バック制御器である．
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図5.6 併合系のインパルス応答

5.3.2 最小次元オブザーバを用いる場合

この場合，推定誤差e = z − zよりzはz = z + eと書ける．簡単のために， C

V

−1

= [G H] (5.56)

とおく．すると，式 (5.45)，(5.38)より状態推定値xは

x =

 C

V

−1  y

z

 =

 C

V

−1  y

z + e

 = x + He (5.57)

のように書き直せる．したがって，入力u = Fx + vを代入することによって

xの状態方程式を

ẋ = Ax + BFx + Bv = (A + BF )x + BFHe + Bv

に変形できる．これを推定誤差の状態方程式 ė = Teと合わせると，閉ループ系

の状態方程式 ẋ

ė

 =

 A + BF BFH

0 T

 x

e

 +

 B

0

 v (5.58)

が得られる．故に，この場合においても閉ループ系の極は状態フィードバック

系とオブザーバの極の和集合である．すなわち，ここでも分離原理が成り立つ．

さらに，x = Gy + Hzより入力uは

u = Fx = FHz + FGy (5.59)

と書ける．本式を最小次元オブザーバ (5.44)に代入すると，その状態方程式は

ż = Tz + V Ky + V Bu = (T + V BFH)z + V (K + BFG)y

に変形される．よって，状態フィードバックと最小次元オブザーバで構成した

動的出力制御器は
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K(s) =

 T + V BFH V (K + BFG)

FH FG

 (5.60)

となり，(n − p)次のものである．

練 習 問 題

5.1 制御対象

ẋ =

[
0 1

3 −2

]
x +

[
0

1

]
u, y = [1, 0]x

に対して，状態フィードバックu = fxで閉ループの極を−2,−3に設定した

い．状態フィードバックゲインf = [f1 f2]を求めよ．

5.2 次の線形システムに関する設問に答えよ．

ẋ =

[
0 1

−2 0

]
x +

[
0

1

]
u, y = [0 1]x

(a) 閉ループ極が−1,−2となるように状態フィードバックu(t) = fx(t)を設

計せよ．

(b) 設問 (a)の極配置問題を出力フィードバックu(t) = ky(t)で実現できるか

を吟味せよ．

5.3 次の線形システムについて考える．

ẋ =

 2 1 0

0 2 0

0 0 −1

x +

 0

1

0

u

(a) 状態フィードバックu = fxで閉ループ極を−2,−1± j1に設定できるか？

その理由を述べよ．

(b) 状態フィードバックu = fxで閉ループ極を−1,−1 ± j1に設定できるか

を答えよ．設定できる場合，一つの状態フィードバックゲインfを与えよ．

(c) 入力ベクトルが b = [0 1 1]T に変わったとき，閉ループ極を−2,−1± j1

に配置できる状態フィードバックゲインfを求めよ．

5.4 次の線形システムが与えられたとする．

ẋ(t) =

[
2 −1

1 2

]
x(t) +

[
0

1

]
u(t), y(t) = [1 0]x(t)

(a) システムの極を求め, 安定性を判定せよ．

(b) 可制御性と可観測性を調べよ．

(c) 閉ループ極が−1,−2となるように状態フィードバックu(t) = fx(t)を求

めよ．

(d) オブザーバの極が−3,−4となるように同一次元オブザーバを設計せよ．
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5.5 システム

ẋ =

[
0 1

1 0

]
x +

[
0

1

]
u, y = [1 1]x

が出力フィードバック制御u = kyによって安定化できるかを吟味せよ.

5.6 次の線形システムが与えられたとする．

ẋ =

[
0 1

0 0

]
x +

[
0

1

]
u, y = [1 0]x

(a) すべての状態が測定できるとき, 状態フィードバックu = fxによって, 閉

ループ系の極を−1,−2に設定したい. フィードバックゲインfを求めよ.

(b) 出力だけが測定されるとき, 同一次元オブザーバを使って状態x(t)を推定

したい. オブザーバ極が−4,−5となるようにオブザーバを設計せよ.

5.7 問5.3項目 (c)の状態フィードバック制御を実現するため，オブザーバを設計す

ることを考える．

(a) 出力がy = [0 0 1]xである場合，同一次元オブザーバを設計できるかに

ついて，ブロック線図を用いて説明せよ．

(b) 出力がy = [1 0 1]xに変わったとき，極−4,−2 ± j1をもつ同一次元オ

ブザーバを設計せよ．

5.8 多入出力システム ẋ = Ax+Bu+Dw, y = Cxに状態フィードバックu = Fx

を施した閉ループ系は

ẋ(t) = (A + BF )x(t) + Dw(t), y(t) = Cx(t)

となる．この閉ループ系において，任意の外乱w(t)に対する出力応答が0とな

るための必要十分条件は

C(sI − A − BF )−1D ≡ 0

であることを示した上，この条件は

CD = C(A + BF )D = · · · = C(A + BF )n−1D = 0

と等価であることを示せ．さらに，u 7→ yの伝達関数の次数差が rである１入

出力系においてこの条件を満たす状態フィードバックゲインfの存在条件が

cd = cAd = cA2d = · · · = cAr−1d = 0

となることを示せ．(この条件はd 7→ yの伝達関数の次数差がu 7→ yの伝達関

数の次数差より１つ以上高いことを意味する)

5.9 Gopinathのアルゴリズムにおいて，(C, A)が可観測のとき，対 (A12, A22)も

可観測となることを示せ．



6
安定化制御器のパラメータ化

いままでの制御理論は，古典制御・現代制御問わず，プラントを制御する一

つの制御器をいかに設計するかに力点を置いてきた．システム設計に際し，何

らかの意味で制御性能を最適化することが望まれる．この最適化は基本的に閉

ループ伝達行列の整形問題に帰着されるが，同時に閉ループ系の内部安定性も

保証しなければならない．しかし，この安定性保証は最適化の足枷になってい

る．そこで，次の問題が浮上してくる．つまり，プラントを安定化できる制御

器のすべてを自由なパラメータをもつ一つの公式で表せるかである．もしこれ

が可能ならば，性能の最適化問題はこの自由パラメータを最適化することに集

約され，大幅に簡単化されることが期待できる．

本章では，これが可能であることを示す．この安定化制御器のパラメータ化

は現代制御理論の重要な成果の一つである．さらに，閉ループ系の伝達行列構

造や状態空間構造，ならびに２自由度制御系の構造と特徴についても調べる．

6.1 一般化フィードバック構成の導入

例5.4の２慣性系問題を振り返ってみよう．制御仕様は負荷トルク外乱dが負

荷の回転速度ωLに与える影響を抑えながら，ωLを目標値 rに追従させること

とする．この問題では，制御したい出力は負荷の回転速度誤差 r − ωLであり，

測定信号ωMとは異なる．また，トルク外乱dもプラントへの制御入力uとは

違った入力である．このような制御問題に対して，直接外乱 (もしくは目標値)

応答を評価できる設計を行うために，新しい入出力表現法が必要となる．図6.1

はそのために導入されたものである．この図において，Gはプラントと評価仕

様 (評価量，重み)をすべて含めた一般化プラント (generalized plant)と呼ばれ

るもので，Kは制御器である．また，以下の用語を使う．
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• 評価出力 (controlled output)z： 制御性能などを評価するための出力ベ

クトル

• 測定出力 (measured output)y：制御器の入力 (例えば，センサで測定す

る出力や追従誤差)ベクトル

• 外乱 (disturbance)w： 制御性能を評価するための外部入力ベクトル

• 制御入力 (control input)u： アクチュエータに加える指令ベクトル

G(s)の入出力関係は ẑ(s)

ŷ(s)

 = G(s)

 ŵ(s)

û(s)

 (6.1)

û(s) = K(s)ŷ(s) (6.2)

で与えられる．ただし，一般化フィードバック構造における測定出力とは，制

御器Kの入力であり，必ずしもプラントの出力そのものとは限らない．例えば，

１自由度系の目標値追従制御の場合，制御器への入力は追従誤差r − yP (yP は

プラントの出力)であり，ここでいう測定出力yとなる．また，２自由度系の場

合測定出力は信号ベクトル [rT yT
P ]T となる†．

G

K

z

y

w

u

¾ ¾

¾

-

図6.1 一般化フィードバック系

例6.1 例5.4の２慣性系負荷トルク外乱制御問題では，モデルは

ẋ =

 −DL
JL

k
JL

0

−1 0 1

0 − k
JM

−DM
JM

x +

 1
JL

0

0

 d +

 0

0
1

JM

u

= Ax + b1d + b2u (6.3)

yP = [0 0 1]x = c2x

で与えられる．ここで，評価出力を負荷の速度追従誤差

z = r − x1 = [−1 0 0]x + r = c1x + r

とし，測定出力を

y = [r yP ]T

† ２自由度制御については後述の例6.3を参照．
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とする (２自由度制御)．本制御問題では，外乱††がw = [r d]T である．ここで，

[wT u]T から [z y]T までの一般化プラントをP (s)で記述する．P (s)の状態方程

式は，上記の式をP (s)の入出力関係に合わせて整理すると次のように計算できる．
ẋ

z

r

yP

 =


A 0 b1 b2

c1 1 0 0

0 1 0 0

c2 0 0 0




x

r

d

u

 (6.4)

さらに，目標値の動特性を考えるために，目標値のモデルをWR(s)，トルク外乱のモ

デルをWD(s)とおき，これらの入出力関係

r̂(s) = WR(s)ŵ1(s), d̂(s) = WD(s)ŵ2(s) (6.5)

を代入すると，最終的に [w1 w2 u]T 7→ [z y]T の一般化プラント

G(s) = P (s)diag(WR(s) WD(s) 1) (6.6)

が得られる． 2

この例から分かるように，一般化プラントはもとの制御対象のみならず，信号

間の結合関係や信号のモデル (重み)も含んだ拡大されたプラントとなっている．

実は，フィードバック制御系の設計問題だけでなく，フィルター (フィードフォ

ワード系)の設計問題や２自由度系の設計問題など，すべての制御問題は必ずこ

の一般化フィードバック構造に帰着できる．その例を以下に示す．

例6.2 フィルターの設計

プラントの入出力より状態の一部からなる信号 qを推定することを考える．ただし，

プラントには雑音nが混入しており，状態方程式は

ẋ = Ax + B1n + B2u

y = Cx + D1n + D2u (6.7)

q = Hx

で与えられるとする．そこで，既知の入出力信号 (u, y)をフィルターF (s)で処理して

信号 qの推定値 qを算出したい．フィルターを設計する基準として，推定誤差z = q−q

をなるべく小さくしたい．すなわち，雑音は外乱で，推定誤差は評価出力である．こ

の問題を一般化フィードバック系に当てはめると，入出力関係は ẑ

ŷ

û

 =


A B1 B2 0

H 0 0 −I

C D1 D2 0

0 0 I 0


 n̂

û

q̂

 = P (s)

 n̂

û

q̂

 (6.8)

q̂ = F (s)

[
ŷ

û

]
(6.9)

†† 追従誤差zから見ると，目標値 rが外乱の働きをする．
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となる．さらに，雑音nは有色雑音で，伝達関数Wn(s)に白色雑音wを印加したとき

の出力であるとき，n̂ = Wn(s)ŵを代入すれば，重みつき推定問題の一般化プラント ẑ

ŷ

û

 = G

 ŵ

û

q̂

 , G = P

 Wn

I

I

 (6.10)

を得る (図6.2)． 2
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q

図6.2 フィルタリング問題

例6.3 ２自由度制御系

目標値追従問題において，制御に使える信号は制御対象の出力yP と目標値 rであ

る．しかし，いままでに考えた図4.1のような制御構造では既知信号の差 r − yP だ

けをフィードバックしている．このような制御構成は１自由度制御系 (one-degree-of-

freedom control system)という．既知の情報を完全に生かしきれていないため，よ

い追従性能を上げるのは困難である．これに対して，yP のフィードバックだけでな

く，rのフィードフォワードも行う制御構成は２自由度制御系 (two-degree-of-freedom

control system)と呼ばれる．その一般的な構造は図6.3に示されている．

ここで，目標値のモデルをWR(s)とする．制御目的は追従誤差をなるべく小さくす

ることであるから，評価出力を追従誤差 z = r − yP とする．また，外乱が目標値モ

デルのインパルス入力wであり，測定出力が (r, yP )であることに注意すれば，入出力

関係  ẑ

r̂

ŷP

 = G(s)

[
ŵ

û

]
=

 WR −P

WR 0

0 P

[
ŵ

û

]
(6.11)

û = K(s)

[
r̂

ŷP

]
(6.12)

を得る (図6.3)．

WR
-
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- -eqq −
yP

z
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図6.3 ２自由度系による目標値追従

2
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以下では，一般化プラントG(s)の状態方程式を
ẋ

z

y

 =


A B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21 0




x

w

u

 (6.13)

とする．また，一般化プラントの伝達行列を入力
[

w
u

]
と出力

[
z
y

]
の次元に

応じて次のように分割しておく．

G(s) =

 G11 G12

G21 G22

 =


A B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21 0

 (6.14)

まず，次のことがいえる．

補題6.1 K(s)がG(s)を安定化することとK(s)がG22(s) = (A, B2, C2, 0)

を安定化することは等価である．

証明 二つの閉ループ系が同じA行列をもつことを示せばよい．まず閉ループ系

(G22, K)について考える．そこで，G22の状態をxとするとその状態方程式は

ẋ = Ax + B2u, y = C2x (6.15)

で与えられる．ただし，外乱wを省略した．また，制御器K(s)の状態方程式を

ẋK = AKxK + BKy, u = CKxK + DKy (6.16)

とおく．y = C2xを上式に代入すると

ẋK = BKC2x + AKxK , u = DKC2x + CKxK

が得られる．次に，このuを ẋの式に代入すると

ẋ = (A + B2DKC2)x + B2CKxK

となる．したがって，閉ループ系 (G22, K)の状態方程式は[
ẋ

ẋK

]
=

[
A + B2DKC2 B2CK

BKC2 AK

][
x

xK

]
(6.17)

で与えられる．一方，閉ループ系 (G, K)の状態方程式は2.8.4節の式 (2.90)で求まっ

ており，上式と同じA行列をもつ． ■

6.2 安定化制御器のパラメータ化

状態フィードバックとオブザーバによって構成された式 (5.55)は制御対象 (5.1)

を内部安定にする一つの出力フィードバック制御器を与えている．また，B = B2，

C = C2とおけば，補題6.1より制御器 (5.55)がシステム (6.13)も内部安定化で

きる．しかし，そのほかにも安定化制御器が多く存在する．本節ではすべての
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安定化制御器を陽に公式化できることを示す．この公式はある自由パラメータ

を含む形式となっていることから，制御器のパラメータ化 (parameterization)

と呼ばれている．

定理6.1 (A,B2)が可安定，(C2, A)が可検出であると仮定する．F，L

はそれぞれA + B2F，A + LC2を安定にする行列とする．このとき，式

(6.13)の一般化プラントG(s)を内部安定化できるすべての制御器は，図

6.4のyからuまでの伝達行列で与えられる．ただし，Q(s)は適切な次元を

もつ任意の安定伝達行列であり，係数行列M(s)は式 (6.18)で与えられる．

M

Q

u

ξ

y

η

¾ ¾
¾

-

図6.4 安定化制御器

M(s) =


A + B2F + LC2 −L B2

F 0 I

−C2 I 0

 (6.18)

証明 十分性は安定伝達行列Q(s) = (AQ, BQ, CQ, DQ)の実現を用いて閉ループ系

のA行列を計算することによって示される．まず2.8.4項のLFT結合の公式 (2.90)を

用いると，K(s) = F`(M, Q)の実現は次のように計算される．

F`(M, Q) = (AK , BK , CK , DK)

=

 A + B2F + LC2 − B2DQC2 B2CQ B2DQCQ − L

−BQC2 AQ BQ

F − DQC2 CQ DQ

 (6.19)

これを閉ループ伝達行列Hzw = F`(G, K)に代入し，LFT結合の公式を再び用いれ

ば，閉ループ系のA行列

Ac =

 A + B2DQC2 B2F − B2DQC2 B2CQ

B2DQC2 − LC2 A + B2F + LC2 − B2DQC2 B2CQ

BQC2 −BQC2 AQ

 (6.20)

が導出される．その安定性を調べるために，相似変換でAcをブロック三角行列に変換

することを考える．そこで，この行列に対して第２列ブロックを第１列ブロックに加

え，第２行ブロックから第１行ブロックを引くという相似変換を行ってから，さらに

第２列ブロックと第３列ブロックおよび第２行ブロックと第３行ブロックを入れ替え

る相似変換†を施すと，Acはブロック三角行列

†
T1 =

[
I 0 0
I I 0
0 0 I

]
，T2 =

[
I 0 0
0 0 I
0 I 0

]
がこの二つの相似変換に対応する変換行

列である



138 6. 安定化制御器のパラメータ化 A + B2F B2CQ B2F − B2DQC2

0 AQ −BQC2

0 0 A + LC2

 (6.21)

に相似することが確認できる．この行列は明らかに安定である．

必要性を示すには，任意の安定化制御器K(s)が必ずある安定なQ0(s)を用いて

K(s) = F`(M，Q0)と書けることを示せばよい．そこで，この式からQ0(s)を逆算

して，その安定性を確かめることにする．図6.5の入出力関係より[
û

ξ̂

]
= M(s)

[
ŷ

η̂

]
, û = K(s)ŷ (6.22)[

η̂

ŷ

]
= M̂(s)

[
ξ̂

û

]
, η̂ = Q0(s)ξ̂ (6.23)

を得る．これらの式からM̂(s)は

M̂(s) =

[
I

I

]
M−1(s)

[
I

I

]
(6.24)

となることが分かる．2.7節の逆システムの公式を用いてM−1(s)を計算すると，M̂(s)

の実現

M̂(s) =

 A −L B2

−F 0 I

C2 I 0

 (6.25)

を得る．M̂(s)がG(s)と同じ (2, 2)ブロックをもつから，K(s)によって安定化される

(補題6.1より)．よって，Q0(s) := F`(M̂, K)は安定となる． ■

M

Q0

¾¾
¾

-

y

ηξ

u
M̂

K

¾¾
¾

-

ξ

uy

η

図6.5 K(s) = F`(M, Q0)とQ0(s) = F`(M̂, K)の入出力関係

G(s)が安定の場合，安定化制御器の公式は特に簡単である．

系6.1 G(s)が安定であるとき，その安定化制御器のすべては

K(s) = Q(I + G22Q)−1 = (I + QG22)−1Q (6.26)

で表せる．ただし，Q(s)は適切な次元をもつ任意の安定伝達行列である．

証明 この場合，F = 0, L = 0とおけるので，係数行列M(s)は

M(s) =

[
0 I

I −G22(s)

]
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となる．よって，結果は明白である． ■

なお，図6.6に示される通常の負のフィードバック系はG22(s) = −P (s)の場

合にあたるから，P (s)が安定のときその安定化制御器の公式は

K(s) = Q(I − PQ)−1 (6.27)

となる．

【例題6.1】 図6.6の１入出力フィードバック系を考える．P (s)を安定とし，P (0) 6= 0

とする．ステップ状の外乱dを漸近的に除去できる制御器をすべて求めよ．さらに，

P (s) = 1/(s+1)について‖y‖2 <= 0.1となるように制御器を決めよ．ただし，Q(s) =

P−1(s) k
1+εs

(ε > 0)とする．

d

uK P y−

図6.6 外乱制御

解答 外乱応答のLaplace変換は

ŷ(s) =
P

1 + PK
d̂(s) =

P

1 + PK

1

s
である．安定化制御器の公式K = Q/(1 − PQ)を代入すると

ŷ(s) = P (1 − PQ)
1

s
(6.28)

となる．Laplace変換の最終値定理により

y(∞) = lim
s→0

sŷ(s) = P (0)[1 − P (0)Q(0)]

を得る．P (0) 6= 0なので，y(∞) = 0が成立するために

Q(0) =
1

P (0)
(6.29)

でなければならない．よって，外乱を漸近除去できるすべての制御器は集合{
K =

Q

1 − PQ
: Q(s) 安定かつ Q(0) =

1

P (0)

}
(6.30)

で与えられる．明らかに

K(0) = lim
s→0

Q

1 − PQ
→ ∞ (6.31)

となるので，K(s)に積分器1/sをもつ．

プラントP (s) = 1/(s + 1)について‖y‖2を有界にするためにy(∞) = 0が成り立

たなければならない．故にk = Q(0) = 1/P (0) = 1となる．このときP (s), Q(s)を

式 (6.28)に代入すると

ŷ(s) =
ε

(s + 1)(εs + 1)
=

ε

1 − ε

(
1

s + 1
− 1

s + 1/ε

)
⇒ y(t) =

ε

1 − ε
(e−t − e−t/ε), t >= 0

が得られる．すると
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‖y‖2
2 =

∫ ∞

0

y2(t)dt =
ε2

2(1 + ε)
<= 0.12 ⇒ ε2 − 0.02ε − 0.02 <= 0

この不等式の解は−0.131 <= ε <= 0.151であり，ε > 0を考慮すると最終的に解の範囲

が0 < ε <= 0.151となる．対応する制御器を計算するとPI制御器

K(s) =
s + 1

εs
=

1

ε
+

1

εs
となる． ♦

6.3 Youlaのパラメータ化

安定化制御器のパラメータ化はYoulaの強安定化問題の研究 2),3)に端を発す

る．その形式は前節のLFT形式とは異なる．いくつかの問題に対して，Youla

のパラメータ化が便利なので，本節ではこれを導入しておく．

定理6.1の制御器係数行列M(s)の入出力関係 (図6.4を参照) û

ξ̂

 = M(s)

 ŷ

η̂

 (6.32)

から着手する．これを形式的に以下のように変形する． û

ŷ

 = Φ(s)

 η̂

ξ̂

 (6.33)

または η̂

ξ̂

 = Φ−1(s)

 û

ŷ

 := Θ(s)

 û

ŷ

 (6.34)

に変形する．

伝達行列Φ(s)を求めるために，M(s)の状態方程式を変形することによって

Φ(s)の状態方程式を導く．キーポイントはΦ(s)の入出力関係に着目すること

である．まず，M(s)の状態をxMとおくと，その状態方程式は

ẋM = (A + B2F + LC2)xM − Ly + B2η

u = FxM + η (6.35)

ξ = −C2xM + y

と書ける．ξ = −C2xM + yからy = C2xM + ξを得る．これを ẋMの式に代

入することによってΦ(s)に関する状態方程式

ẋM = (A + B2F )xM + B2η − Lξ

u = FxM + η (6.36)

y = C2xM + ξ
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が得られる．よって，Φ(s)の伝達行列は

Φ(s) =


A + B2F B2 −L

F I 0

C2 0 I

 :=

 D(s) −Y (s)

N(s) −X(s)

 (6.37)

となる．また，2.7節の公式を用いてΦ−1(s) = Θ(s)を計算すると

Θ(s) =


A + LC2 −B2 L

F I 0

C2 0 I

 :=

 −X̃(s) Ỹ (s)

−Ñ(s) D̃(s)

 (6.38)

が容易に得られる．明らかに， −X̃(s) Ỹ (s)

−Ñ(s) D̃(s)

  D(s) −Y (s)

N(s) −X(s)

 = I (6.39)

が成り立つ．以上の準備のもとでYoulaのパラメータ化を示そう．

定理6.2 (A,B2)が可安定，(C2, A)が可検出であると仮定する．F，L

はそれぞれA + B2F，A + LC2を安定にする行列とする．このとき，以

下の命題が成り立つ．

(1) G22(s) = N(s)D−1(s) = D̃−1(s)Ñ(s)が成立する．

(2) 式 (6.14)の一般化プラントG(s)を内部安定化できる制御器のすべては

K(s) = (X̃ − QÑ)−1(Ỹ − QD̃) = (Y − DQ)(X − NQ)−1 (6.40)

で与えられ，Q(s)は適切な次元をもつ任意の安定伝達行列である．

証明 (1)は上で与えられたN(s), D(s), Ñ(s), D̃(s)の実現を用いた伝達行列積の演

算と相似変換によって示せる (練習問題6.8)．以下，(2)を証明する．

η̂ = Qξ̂(図6.4)に注意すると，式 (6.33)は

û = (DQ − Y )ξ̂, ŷ = (NQ − X)ξ̂ (6.41)

に変形できる．すると，ξ̂を消去することによって

û = (Y − DQ)(X − NQ)−1ŷ = K(s)ŷ (6.42)

が導出される．一方，式 (6.34)から

η̂ = Ỹ ŷ − X̃û = Qξ̂, ξ̂ = D̃ŷ − Ñ û (6.43)

を得る．２番目の式を１番目の式に代入して (û, ŷ)について整理すると

û = (X̃ − QÑ)−1(Ỹ − QD̃)ŷ = K(s)ŷ (6.44)

となる． ■
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この定理の命題 (1)は，必ずしも安定でない伝達行列G22(s)を二つの安定伝

達行列N(s)とD(s)の比で表せることを示している．また，式 (6.39)の (1, 1)

ブロックより次式を得る．

Ỹ (s)N(s) − X̃(s)D(s) = I (6.45)

本式はN(s)とD(s)が共通の零点および右零点ベクトルを持たないこと†を示

しており，そのためこのような分解は安定伝達行列による既約分解 (coprime

factorization)といわれている 2)．

次のことは容易に確かめられる (練習問題6.8)．

• N(s), Ñ(s)の零点はG22(s)の零点に一致する．

• D(s), D̃(s)の零点はG22(s)の極に一致する．

6.4 閉ループ系の構造

本節では，安定化された閉ループ系の構造を調べる．ここでは二種類のものを

示す．一つは制御器のパラメータ行列を変数とするときの閉ループ系パラメー

タ行列の構造で，もう一つは安定化制御器の自由パラメータを変数とする場合

の閉ループ伝達行列の構造である．

6.4.1 制御器のパラメータに関するアフィン構造

ここで，制御器

K(s) = (AK , BK , CK , DK) (6.46)

で一般化プラント (6.13)を制御するときの閉ループ系と制御器の関係を調べる．

2.8.4項で与えられたF`(P, K)の状態空間実現によると，閉ループ伝達行列の

状態空間実現は

ẑ = (Ac, Bc, Cc, Dc)ŵ (6.47)

で与えられる．ただし， Ac Bc

Cc Dc

 =


A + B2DKC2 B2CK B1 + B2DKD21

BKC2 AK BKD21

C1 + D12DKC2 D12CK D11 + D12DKD21

(6.48)

† 共通の零点を z，右零点方向をu 6= 0とするとD(z)u = 0, N(z)u = 0が成り

立つ．すると，式 (6.45)に右からuをかけ s = zとすると0 = uの矛盾が生じ

る．
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である．以下，閉ループ系のパラメータ行列と制御器パラメータ行列の関係を

調べよう．まず

Ac =

 A 0

0 0

 +

 B2DKC2 B2CK

BKC2 AK


=

 A 0

0 0

 +

 B2 0

0 I

 DK CK

BK AK

 C2 0

0 I


と書けることに注意する．つまり，Acは制御器のパラメータ行列

K =

 DK CK

BK AK

 (6.49)

に関してアフィンとなっている†．ほかの係数行列についても同様に書き換える

と，閉ループ系のパラメータ行列は Ac Bc

Cc Dc

 =

 A B1

C1 D11

 +

 B2

D12

K[C2, D21] (6.50)

となり，Kに関してアフィンな構造をもつ．ただし，各係数行列は


A B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21

 =



A 0 B1 B2 0

0 0 0 0 I

C1 0 D11 D12 0

C2 0 D21

0 I 0


(6.51)

で与えられる．

閉ループ伝達行列は制御器の伝達行列に関しては非線形の分数構造をもつが，

状態空間上のパラメータ行列から見たときはるかに性質のよいアフィン関係を

もつ．この制御器パラメータに関するアフィン性質は線形閉ループ系のきわめ

て重要な特徴である．この特徴がゆえに，状態空間法はさまざまな最適制御設

計に有効なのである．

6.4.2 自由パラメータに関するアフィン構造

まず，記述の便宜上以下の記号を定義しておく．

AF := A + B2F CF := C1 + D12F

AL := A + LC2 BL := B1 + LD21 (6.52)

† Y = C + AXBのような関数はXに関するアフィン関数と呼ばれる．特に，

C = 0，すなわち原点を通る場合線形関数という．
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図6.7 安定化された閉ループ系

ここで，閉ループ伝達行列と自由パラメータQ(s)の関係を解析したい．定理

6.1の安定化制御器の公式を用いれば，閉ループ系の結合関係が図 6.7のように

なる．この図より，信号の伝達関係 ẑ

ξ̂

 = N(s)

 ŵ

η̂

 (6.53)

が分かれば，Hzw(s) = F`(N,Q)とQ(s)の関係も分かる．したがって，以下では

M(s)の実現 (6.35)を用いて係数行列N(s)を計算する．N(s)の状態は (x, xM )

であるが，より構造の見やすい実現を導くためにxMの代わりに状態

e = x − xM (6.54)

を用いる．このとき，xM = x− eであり，u = FxM + ηはu = Fx− Fe + η

と書ける．これを式 (6.13)に代入すると

ẋ = AF x − B2Fe + B1w + B2η (6.55)

を得る．同様に，xM = x − eとy = C2x + D21wを ẋMの式 (6.35)の右辺に

代入すると

ẋM = AF x − (AL + B2F )e − LD21w + B2η

が成立することもいえる．また，上記二つの式により

ė = ẋ − ẋM = ALe + BLw (6.56)

となることが示せる．さらに，式 (6.13)のzにu = Fx− Fe + η，式 (6.35)の

ξにxM = x − eとy = C2x + D21wを代入することによって

z = CF x − D12Fe + D11w + D12η (6.57)

ξ = C2e + D21w (6.58)

が導出できる．以上の式 (6.55)∼(6.58)によって，
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 ẑ

ξ̂

 = N(s)

 ŵ

η̂

 =


AF −B2F B1 B2

0 AL BL 0

CF −D12F D11 D12

0 C2 D21 0


 ŵ

η̂



が得られた．N(s)をブロックに展開すると

N11 =


AF −B2F B1

0 AL BL

CF −D12F D11

 , N12 =

 AF B2

CF D12



N21 =

 AL BL

C2 D21

 , N22 = 0 (6.59)

となる．ゆえに，wからzまでの閉ループ伝達行列は

Hzw(s) = N11(s) + N12(s)Q(s)N21(s) (6.60)

となり，Q(s)に関してアフィンとなる．

さらに，不変零点の状態フィードバックに対する不変性より，上記係数行列

に関して以下の性質が成り立つ．

補題6.2 N12(s)の不変零点はG12(s)と一致し，N21(s)の不変零点はG21(s)

に一致する．

6.5 ２自由度制御系の構造解析

K Pr yP
u

e−d

図6.8 ２自由度制御系

図6.8に示す２自由度制御系について考える．制御の目的は外乱d(t)の影響

を抑えながら，プラント出力y(t)を目標値 r(t)に追従させることである．ここ

で，評価出力を追従誤差

e(t) = r(t) − yP (t) (6.61)

とする．また，制御対象の状態方程式を

ẋ = Ax + Hd + Bu (6.62)
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yP = Cx (6.63)

とし，可安定かつ可検出とする．このとき，u 7→ yP の伝達行列Pu(s)とd 7→ yP

の伝達行列Pd(s)はそれぞれ以下のようになる．

Pu(s) = C(sI − A)−1B, Pd(s) = C(sI − A)−1H (6.64)

この２自由度系を一般化フィードバック系に当てはめると，外乱がw = [rT dT ]T，

測定出力がy = [rT yT
P ]T となり，一般化プラントの状態空間実現は

ẋ

e

y

 =


A 0 H B

−C I 0 0

0 I 0 0

C 0 0 0




x

w

u

 =


A B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21 0




x

w

u


となる．ここで，行列F, [0 L]をそれぞれAF := A + B2F = A + BF，

AL := A + [0 L]C2 = A + LCを安定にする状態フィードバックゲインとオブ

ザーバゲインとする．[rT dT ]T からeまでの閉ループ伝達行列は

[Ter(s) Ted(s)] = N11(s) + N12(s)Q(s)N21(s) (6.65)

となる．式 (6.52)で定義された行列を計算すると，BL = [0 H], CF = −Cと

なる．よって，(6.59)式より係数行列Nij(s)は

N12(s) = −C(sI − AF )−1B, N21(s) =

 I 0

0 C(sI − AL)−1H


N11(s) =

[
I, −N12(s)F (sI − AL)−1H − C(sI − AF )−1H

]
のように求まる．ここで，自由パラメータをy = [rT yT

P ]T の次元に合わせて

Q(s) = [QF (s) QB(s)] (6.66)

のように分割すると，閉ループ伝達行列はそれぞれ

Ted(s) = N12(s)QB(s)C(sI − AL)−1H − N12(s)F (sI − AL)−1H

−C(sI − AF )−1H (6.67)

Ter(s) = I + N12(s)QF (s) (6.68)

になる．明らかに，Ter(s)はQF (s)だけに依存する．他方，Ted(s)はQB(s)だ

けに依存する．すなわちTer(s)はTed(s)と独立に設計できる．

さらに，N12(s)とPu(s)の零点が一致するので，Pu(s)の不安定零点 zにお

いてu∗N12(z) = 0を満たすベクトルu 6= 0がある．このとき，QF (s)によらず

式u∗Ter(z) = u∗が成立する．すなわち，目標値追従伝達行列Ter(s)がプラン
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トPu(s)の不安定零点によって拘束される†．これに対して，外乱除去伝達行列

Ted(s)はプラントPu(s)の不安定零点だけでなく，外乱伝達行列Pd(s)の不安

定零点の拘束も受ける (伝達行列C(sI −AL)−1HとPd(s)が同じ零点をもつ)．

特に，プラントが安定の場合F = 0, L = 0とおけるので，閉ループ伝達関

数は

Ted(s) = −Pu(s)QB(s)Pd(s) − Pd(s) (6.69)

Ter(s) = I − Pu(s)QF (s) (6.70)

に簡略化され，各伝達行列が受ける拘束や独立設計可能性は一層明確に現れる．

例6.4 次のシステムを考える．

ẋ = −2x + u + d, yP = 2x

目標値 rと外乱dを共に単位ステップ信号1(t)とする．目標値追従誤差 e(t)を低減す

るように２自由度制御系を設計しよう．

いまの場合，制御対象は安定で

Pu(s) = Pd(s) =
2

s + 2
である．そこで，制御器の自由パラメータを以下のように選ぶ．

QF (s) = P−1
u (s)

1

εs + 1
, QB(s) = −P−1

u (s)
1

τs + 1
, ε, τ > 0

すると，簡単な計算で

Ter(s) = 1 − PuQF =
s

s + 1/ε

Ted(s) = −(PuQB + 1)Pd = − 2s

(s + 2)(s + 1/τ)

が得られる．よって，追従誤差は

ê(s) = Ter r̂ + Tedd̂ =
1

s + 1/ε
− 2

(s + 2)(s + 1/τ)

⇒ e(t) = e−t/ε − 2τ

1 − 2τ

(
e−2t − e−t/τ

)
となる．ε, τを小さくすれば，追従誤差をいくらでも低減できる．なお，対応する制

御器は２自由度系の一般化プラントの状態空間実現と式 (6.26)を用いて

G22 =

[
0

C

]
(sI − A)−1B =

[
0

2

]
(s + 2)−1 · 1 =

[
0

Pu

]
⇒

K(s) =
Q

1 + QG22
=

[QF QB ]

1 + QBPu
=

τs + 1

τs

[
s + 2

2(εs + 1)
− s + 2

2(τs + 1)

]
のように計算できる．明らかに，τを小さくするとK(s)の低周波ゲインが上昇する．

一方，εはK(s)の低周波ゲインに影響を与えない． 2

練 習 問 題

† このような拘束の詳細については7.2節と7.4節を参照．



148 6. 安定化制御器のパラメータ化

6.1 安定な制御対象P = 1/(s + 2)が与えられたとき，その出力をステップ状の目

標値 r(t) = 1 (t ≥ 0)に偏差なく漸近追従できるように制御器を設計したい．

制御器のパラメータ化公式を用いて１次の制御器K(s)を求めよ．

6.2 前問においてステップ状の目標値追従のほか，さらにランプ状の目標値r(t) =

t (t ≥ 0)に対する追従偏差が |e(∞)| ≤ 0.05となるように制御器を設計した

い．そこで，自由パラメータをQ(s) = P−1/(εs + 1)とする．この二つの条件

を満たす ε > 0および対応する制御器K(s)を求めよ．

6.3 安定化制御器の公式を用いて，安定制御対象P (s) = 1/(s + 2)の出力y(t)が

ランプ状の目標値 r(t) = t (t >= 0)に漸近追従できるように制御器を設計せよ．

ただし，Q = (as + b)/(s + 1)とする．

6.4 プラントP (s) = 5/(s + 5)の入力はu(t)であり，出力はy(t)である．その安

定化制御器

K(s) =
Q

1 − PQ
, Q(s) =

s + 5

5(as + b)
, a, b > 0

で出力y(t)を単位ステップ状の目標値r(t) = 1(t)に漸近追従させたい．追従誤

差はe = r − yである．また，システムの接続関係を û(s) = K(s)ê(s)とする．

(a) 閉ループ系のブロック線図を描け．

(b) 自由パラメータQ(s)を用いて追従誤差のラプラス変換 ê(s)を表せ．

(c) 漸近追従e(∞) = 0となるために (a, b)が満たすべき条件を導け．

(d) さらに，‖e‖2 <= 0.1となるために (a, b)が満たすべき条件を導け．

(e) 上記の条件 (c)，(d)をすべて満足する (a, b)から一組を選び，対応する制

御器K(s)を計算せよ．

6.5 図6.9に示す１入出力閉ループ系は IMC(内部モデル制御)と呼ばれるもので，

プロセス制御系に広く用いられている．P (s)は実プラントを表し，P0(s)はそ

のモデルを表し，共に厳密にプロパーである．Q(s)は制御用のパラメータで，

安定伝達関数である．また，追従誤差をe = r − yとする．

(a) P (s) = P0(s)で，かつ安定であるとき，任意のQ(s)に対して閉ループ系

が安定であることを示せ．

(b) P (s) = P0(s)で，安定かつ最小位相 (つまり零点が安定)であるとき，任

意の目標値 rに対する追従性能を向上させるための方策を検討せよ．

(c) P (s)とP0(s)に共通の不安定極pをもつとき，閉ループ系が安定化できる

かについて吟味せよ．

6.6 図6.6の (１入出力)制御系にステップ状の外乱d(t) = 1(t)が印加されるとす

る．また，制御対象P (s)は原点に零点をもたない．

(a) この外乱に対する出力応答がy(∞) = 0となるように，安定化制御器の

公式を用いて制御器K(s)を設計せよ．ただし，自由パラメータは定数

Q(s) = qに限定して考えるとする．
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PQ

P0

yr −

−

u

図6.9 IMC制御構成

(b) P (s) = 1/(s + 2)のとき，上述の仕様を満足する制御器K(s)を与えよ．

6.7 図6.6の制御系において，プラントP と外乱dは

P (s) =
1

s + 1
, d̂(s) =

1

s
ŵ(s), ‖w‖2 <= 1

で与えられる．外乱dの影響を抑えるために，wからyまでの閉ループ伝達関

数Hyw(s)が‖Hyw‖∞ < 1を満たすようにしたい．このことは次の制御器

K(s) =
Q

1 − PQ
, Q(s) =

s + 1

as + b
, a > 0, b > 0

で実現できるかを調べよ．実現できる場合，a, bに関する条件を与えよ．

6.8 定理6.2の命題 (1)を示した上，N(s), Ñ(s)の零点はG22(s)の零点に，そして

D(s), D̃(s)の零点はG22(s)の極に一致することを証明せよ．



7
フィードバック制御の限界 ∗

制御工学の根本的原理はフィードバックであり，これによってはじめて外乱

の影響を抑え込んだり，目標値追従の誤差を低減したりすることができる．し

かし，フィードバックは万能ではない．すなわち，フィードバック制御によっ

て過渡応答をいくらでもよくすることができるわけではない．フィードバック

という特殊な構造がゆえに，構成されるシステムに超えられない限界が生じて

いる．線形システムの場合，それは主に制御対象および制御器の不安定な極と

零点によるものとして現れる．本章の目的は，このような限界を定量的に解析

し，それを明らかにすることによってシステム設計時の性能評価に指針を与え

ることである．

フィードバック制御による性能限界がどのように生じたかについて定性的に

知るために，まず以下の例を見てみよう．一入出力系の目標値追従問題を考え

る．制御対象Pと制御器Kを分子多項式と分母多項式の比に既約分解しておく．

P (s) =
NP

MP
, K(s) =

NK

MK
(7.1)

このとき，目標値 r(t)から出力yP (t)までの閉ループ伝達関数は

T (s) =
PK

1 + PK
=

NP NK

MP MK + NP NK
(7.2)

で与えられる．この伝達関数は相補感度関数 (complementary sensitivity)と呼

ばれる．内部安定性のためにP (s)とK(s)の間に不安定な極零相殺があっては

ならない．このため，P (s)とK(s)の不安定零点はそのままT (s)の零点となる．

T (s)の零点がステップ状目標値追従制御で行き過ぎ量を増幅させたり，逆振れ

を引き起こしたりすることはすでに4章で示した通りである．さらに，P (s)の

不安定極をK(s)の零点で相殺できないことから，許容し得る制御器の範囲に制

限が加わり，これも過渡応答に悪い影響を与えるはずである．この例から分か
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るように，フィードバック制御の最大の特徴は，システムの極を移動できるが，

不安定零点を移動できないことである (安定零点は閉ループ極で相殺できる)．

以下の節では，フィードバック制御系の性能限界について定量的に解析を行

う．ただし記述を簡単化するために，ここでは一入出力系に関する結果だけを

述べる．そして，フィードバック系の性能限界の本質は一入出力系にもっとも

顕著に現れている．多入出力系の場合，性能限界に新たに制御対象の零点ベク

トルや目標値入力ベクトルが関わってくる．詳細については章末の参考文献を

参照されたい．

7.1 予 備 知 識

本節では，性能限界解析に必要な予備知識を述べておく．

7.1.1 Poissonの積分公式

複素関数論では，ある領域において微分可能な関数F (s)はその領域で解析的

であるという．複素平面上のある閉曲線∂Ω上およびその内部Ωで解析的な関

数に対して，Cauchyの積分定理 7)

1
2πj

∮
∂Ω

F (s)ds = 0 (7.3)

が成り立つ．さらに，次のCauchyの積分公式

F (s0) =
1

2πj

∮
∂Ω

F (s)
s − s0

ds, s0 ∈ Ω (7.4)

も成立する．ただし，積分経路∂Ωの方向については反時計回りを正とする．こ

れを用いて次のPoissonの積分公式を示せる．

補題7.1 開右半面上で有理関数F (s)が解析的で，かつ |F (s)|が有界で

あると仮定する．このとき，開右半面の任意の点 s0 = x0 + jy0 (x0 > 0)

において次式が成り立つ．

F (s0) =
1
π

∫ ∞

−∞
F (jω)

x0

x2
0 + (ω − y0)2

dω (7.5)

証明 仮定よりF (s)(s̄0+s0)/(s+s̄0)も開右半面で解析的となる．∂Ωを直線Re(s) =

ε (> 0)と右半面上の半径無限大の円弧からなる閉曲線とする．Cauchyの積分公式を

使えば，

F (s0) = F (s0)
s̄0 + s0

s0 + s̄0
=

1

2πj

∮
∂Ω

F (s)
s̄0 + s0

(s − s0)(s + s̄0)
ds = I1 + I2

を得る．ただし，I1は直線Re(s) = εに沿う積分で
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I1 =
1

2πj

∫ −∞

∞
F (ε + jω)

s̄0 + s0

(ε + jω − s0)(ε + jω + s̄0)
d(jω)

→ 1

π

∫ ∞

−∞
F (jω)

x0

x2
0 + (ω − y0)2

dω (ε → 0のとき)

である．また，I2は半径R(→ ∞)の右半面上の円弧s = Rejθに沿う積分

I2 =
1

π
lim

R→∞

∫ arccos(ε/R)

− arccos(ε/R)

F (Rejθ)
x0

(Rejθ − s0)(Rejθ + s̄0)
Rejθdθ

である．|F (Rejθ)|が有界なので，I2の積分関数はR → ∞のとき0に収束する．積

分区間が (−π/2, π/2)で有界であることに注意すれば，I2 = 0となることが分かる．

よって，結論が得られた． ■

この補題は，安定伝達関数の右半面内の点s0における値がその周波数応答お

よび点s0によって一意に決まることを示している．

7.1.2 全域通過伝達関数と最小位相伝達関数

|A(jω)| = 1, ∀ω (7.6)

を満たす安定な伝達関数A(s)を全域通過伝達関数 (all-pass transfer function)

という．例えば，

1,
1 − s

1 + s
,

λ̄ − s

λ + s
(Re(λ) > 0),

s2 − 2s + 5
s2 + 2s + 5

=
(1 − j2 − s)(1 + j2 − s)
(1 + j2 + s)(1 − j2 + s)

はすべて全域通過伝達関数である．全域通過伝達関数の特徴は，その極と零点

が虚軸を境に対称に配置していることである．物理的には，全域通過伝達関数

は入力信号のゲインを変えずに位相だけを遅らせる要素である．

Re

Im
p1

p2 = p̄1 z2 = −p̄2

z1 = −p̄1

x o

ox

O
x o

z3 = −p3p3

図7.1 全域通過関数の極零点の配置

安定伝達関数H(s)に対して，全域通過伝達関数の性質 (7.6)より明らかに

‖AH‖∞ = ‖H‖∞ (7.7)

が成り立つ．すなわち，H∞ノルムは全域通過伝達関数に対して不変である．

一方，開右半面に零点をもたない安定な伝達関数は最小位相伝達関数 (mini-

mum phase transfer function)と呼ばれる．例えば，
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1
s + 1

,
s

s + 1
,

s + 1
s2 + 2s + 6

,
s2 + 2s + 6

(s + 2)2

はそうである．最小位相と呼ばれる理由は，同じゲインを有するほかの安定伝

達関数に比べ，最小位相伝達関数の位相遅れが一番小さいからである．例えば，

s/(s+2)とs(1−s)/(s+2)(s+1)の位相を比べればこのことが分かる．これに

対して，開右半面に零点をもつ伝達関数は非最小位相伝達関数 (nonminimum

phase transfer function)と呼ばれる．

任意の安定有理伝達関数P (s)は必ず全域通過関数A(s)と最小位相の伝達関

数Pm(s)の積に分解できる．例えば，1 ± j2に零点をもつ伝達関数P (s) =

(s2 − 2s + 5)/(s + 1)(s2 + 4s + 6)は次のように書ける．

P (s) =
1 − j2 − s

1 + j2 + s
× 1 + j2 − s

1 − j2 + s
× s2 + 2s + 5

(s + 1)(s2 + 4s + 6)

7.1.3 信号の２ノルムと内積

4章では，２乗可積の信号u(t)について，時間域においてその２ノルムを

‖u‖2 =

√∫ ∞

0

u(t)2dt (7.8)

と定義した．一方，周波数域において û(s) = L[u(t)]の２ノルムは

‖û‖2 =

√
1
2π

∫ ∞

−∞
û∗(jω)û(jω)dω (7.9)

と定義される．Parsevalの定理によれば，次の恒等式が成り立つ．

‖û‖2 = ‖u‖2 (7.10)

次に，２乗可積の関数 f̂(s), ĝ(s)の内積は

〈f̂ , ĝ〉 =
1
2π

∫ ∞

−∞
f̂∗(jω)ĝ(jω)dω (7.11)

で与えられる．このように定義された内積は次の性質を有する．その証明は上

述の内積定義に従って簡単に行える (練習問題7.3)．

補題7.2 f̂(s), ĝ(s)が２乗可積であるとき，以下の命題は成立する．

(1) a, b ∈ Cとすると，〈af̂ , bĝ〉 = āb〈f̂ , ĝ〉

(2) 〈f̂ , f̂〉 = ‖f̂‖2
2

(3) H(s)が虚軸上に極をもたないとき，〈H∗f̂ , ĝ〉 = 〈f̂ , Hĝ〉

(4) |A(jω)| = 1 (∀ω)のとき，‖Af̂‖2 = ‖f̂‖2
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命題 (4)は２ノルムの全域通過関数に対する不変性を示すものである．この

性質は後の証明に頻繁に用いられる．

7.1.4 ２ノルムと内積の計算

f̂(s), ĝ(s)が共に厳密にプロパーな実有理関数で，純虚数の極をもたないと仮

定する．このとき， lim
R→∞

R · f̂(−Rejθ)ĝ(Rejθ) = 0となる．よって，半径無限

大の半円に沿う積分 lim
R→∞

∫ 3π/2

π/2

f̂(−Rejθ)ĝ(Rejθ)d(Rejθ)も零となる．この

ことから

〈f̂ , ĝ〉 =
1
2π

∫ ∞

−∞
f̂∗(jω)ĝ(jω)dω =

1
2πj

∮
∂Ω

f̂(−s)ĝ(s)ds (7.12)

が成り立つ．ただし最後の周回積分は，虚軸と左半面上における半径無限大の

半円に沿うものである．留数定理により，内積 〈f̂ , ĝ〉は f̂(−s)ĝ(s)の左半面極

における留数の総和に等しい．すなわち，siを f̂(−s)ĝ(s)の任意の左半面極と

すると

〈f̂ , ĝ〉 =
∑

i

Res
Re(si)<0

f̂(−s)ĝ(s) (7.13)

が成り立つ．したがって，内積の計算は留数の計算に帰着できる．

そして，安定な ĝ(s)についてその極が ĝ(−s)ĝ(s)の左半面極と一致するので，

f̂(s) = ĝ(s)とおけば安定な ĝ(s)に関する２ノルム‖g‖2 = ‖ĝ‖2は次のように

留数で計算できる．ただし，siは ĝ(s)の極を表す．

‖g‖2 = ‖ĝ‖2 =
√∑

i

Res
si

ĝ(−s)ĝ(s) (7.14)

【例題7.1】 安定伝達関数G(s) = 1/(s + 1)の入力をu(t)，出力をy(t)とする．

(1) 単位インパルス応答g(t)の２ノルムを計算せよ．

(2) u(t) = e−5tのとき，‖y‖2を求めよ．

解答 (1) まず，G(−s)G(s) = 1/(1− s)(1 + s)でありG(s)が閉左半面上に一つの

極p = −1をもつ．この極における留数は

lim
s→−1

(s + 1)G(−s)G(s) = lim
s→−1

(s + 1)
1

(1 − s)(s + 1)
= lim

s→−1

1

1 − s
=

1

2

であるので，‖g‖2 = 1/
√

2となる．

(2) û(s) = 1/(s+5)なので，ŷ(s) = 1/(s+1)(s+5)となり，二つの極p = −1, −5

をもつ．これらの極における ŷ(−s)ŷ(s) = 1/(1− s)(5− s)(1 + s)(5 + s)の留数はそ

れぞれ
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lim
s→−1

(s + 1)ŷ(−s)ŷ(s) =
1

48
, lim

s→−5
(s + 5)ŷ(−s)ŷ(s) = − 1

240

であり，よって‖y‖2 = 1/
√

60となる． ♦

次の補題は，安定伝達関数と純虚数極をもたない完全不安定な伝達関数が直

交することを示す．

補題7.3 f̂(s)を安定，ĝ(s)を純虚数極をもたない完全不安定な実有理伝

達関数とし，共に厳密にプロパーとする．このとき，以下の関係が成立する．

〈f̂ , ĝ〉 = 0, ‖f̂ + ĝ‖2
2 = ‖f̂‖2

2 + ‖ĝ‖2
2

証明 f̂ , ĝが厳密にプロパーで，かつ純虚数極をもたないので，内積は存在する．

そして，f̂(−s)ĝ(s)が左半面に極をもたないから (7.13)式より 〈f̂ , ĝ〉 = 0となる．２

番目の式はPythagorasの定理による (定理A.3(3))． ■

さらに，次の補題に示す簡単な結果は後の証明に使われる (練習問題7.4)．

補題7.4 Re(λ) > 0，Re(η) > 0とする．このとき，次の式が成り立つ．

〈 1
λ − s

,
1

η − s
〉 =

1
λ̄ + η

, ‖ 1
λ − s

‖2
2 =

1
2Re(λ)

(7.15)

7.2 実現可能な閉ループ伝達関数の限界

4章で述べたように，制御性能は閉ループ伝達関数のノルムで定量的に評価で

きる．制御の目的からなるべく閉ループ伝達関数のノルムを小さくしたい，も

しくは閉ループ伝達関数をできるだけ望ましい伝達関数にしたい．しかし，実

際に達成し得る閉ループ伝達関数に制約が付いている．本節では，安定化制御

器のパラメータ化公式を用いてこれを示す．

7.2.1 補 間 条 件

一般に，安定化制御器を用いると閉ループ伝達関数は

H(s) = N11(s) + N12(s)Q(s)N21(s) (7.16)

と書ける．ここでは，N12(s)とN21(s)が不安定零点をもつ場合について調べ

る．以下の仮定をおく．

• z(Re(z) >= 0)がN12(s)の l重零点である

• p(Re(p) >= 0)がN21(s)の r重零点である
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これらの条件はN12(s)に因子 (s− z)l，N21(s)に因子 (s− p)rをもつことを意

味し，数学的に以下の式と等価である．

N
(i)
12 (z) = 0, i = 0, . . . , l − 1 (7.17)

N
(j)
21 (p) = 0, j = 0, . . . , r − 1 (7.18)

ここで，X(i)(z)はdiX(s)/dsi|s=zを表し，X(0)(s) = X(s)である．

このとき，

H(s) − N11(s) = N12(s)Q(s)N21(s)

であり，Q(s)が安定だからN12(s)とN21(s)の不安定零点をその極で相殺でき

ない．よってH(s) − N11(s)に同様な零点をもってしまう．すると，H(s)が

(H − N11)(i)(z) = 0, i = 0, . . . , l − 1 (7.19)

(H − N11)(j)(p) = 0, j = 0, . . . , r − 1 (7.20)

を満たさなければならない．これらは補間条件とも呼ばれ，使用する制御器に

よらず満足すべき条件である．これらの制約条件がもつ物理的インパクトを次

の項で感度関数を例に示す．

7.2.2 感度関数に対する解析

ここで制御対象P (s)について，以下の仮定をおく．

仮定1 z(Re(z) >= 0)がP (s)の l重零点である

仮定2 p(Re(p) >= 0)がP (s)の r重極である

K P
r yPu

e

y−

図7.2 感度関数と目標値追従

感度関数S(s)は

S(s) =
1

1 + P (s)K(s)
(7.21)

で定義される．これは図7.2の閉ループ系における目標値 rから追従誤差 e =

r − yP までの伝達関数を表している．以下，Youlaのパラメータ化を用いて感

度関数を展開していく．いまの場合，G22 = −Pであり

G22(s) = −P (s) = N(s)D−1(s) = D̃−1(s)Ñ(s) (7.22)
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のように既約分解できる．定理 6.2で与えられたYoulaのパラメータ化公式を

代入すると，S(s)は

S(s) =
[
1 − D̃−1(s)Ñ(s)(Y − DQ)(X − NQ)−1

]−1

= (X − NQ)
[
D̃X − ÑY − (D̃N − ÑD)Q

]−1

D̃

に変形できる．式 (7.22)より D̃N = ÑD，そして式 (6.39)の (2, 2)ブロックよ

り D̃X − ÑY = −1が得られる．これらを上式に代入すると感度関数S(s)は

S(s) = −(X − NQ)D̃ (7.23)

と書けることが分かる．さらに，式 (6.39)左辺二つの行列を入れ替えてもその

積が単位行列であり，その (2, 2)ブロックからNỸ −XD̃ = 1を得る．よって，

式 (7.23)の感度関数Sに−XD̃ = 1 − NỸ を代入すれば別表現

S(s) = 1 − NỸ + NQD̃ = 1 + N(−Ỹ + QD̃) (7.24)

が得られる．

N(s)の零点がP (s)の零点と一致し，D̃(s)の零点がP (s)の極と一致するの

で (6章の練習問題6.8より)，感度関数S(s)は補間条件

S(z) = 1, S(i)(z) = 0, i = 1, . . . , l − 1 (7.25)

S(j)(p) = 0, j = 0, . . . , r − 1 (7.26)

を満たさなければならない．つまり，制御対象に不安定な極・零点がある場合，

フィードバック制御で感度関数を設計者の望む通りに整形できるとは限らない．

そのシステム性能にもたらす影響について次の例に示す．

例7.1 開ループ系L(s) = P (s)K(s)の既約分解N(s)/M(s)を感度関数に代入す

ると

S(s) =
1

1 + L(s)
=

M(s)

M(s) + N(s)
(7.27)

となる．これより，L(s)の不安定極pi(i = 1, . . . , k)は感度関数の零点となる．した

がって，S(s)は次のように最小位相伝達関数Sm(s)と全域通過伝達関数A(s)の積に

分解できる．

S(s) = Sm(s)A(s), A(s) =

k∏
i=1

pi − s

p̄i + s
(7.28)

重みW (s)付きの感度関数を最小化する問題では，‖SW‖∞はW (s)をモデルとす

る目標値に対する誤差信号の大きさを表しており，小さくなることが望ましい．しか

しS(z) = 1であること，H∞ノルムの全域通過関数に対する不変性ならびに最大値の

原理†により，

† 閉右半面で解析的な関数の最大値は虚軸上でとる (文献 7)，p.143)．
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‖WS‖∞ = ‖WSm‖∞ >= |W (z)Sm(z)|

= |W (z)S(z)A−1(z)| = |W (z)A−1(z)| (7.29)

= |W (z)|
k∏

i=1

∣∣∣∣ p̄i + z

pi − z

∣∣∣∣ (7.30)

が成り立つ．零点zに近い極piがある場合，２番目の因子が大きくなり，追従誤差は

増幅される．さらに，zがW (s)の極に近い場合も，このノルムを小さくすることはで

きない．例えば，ステップ信号追従問題では，W (s) = 1/sであるが，|z| ¿ 1ならば

‖SW‖∞ > 1/|z| À 1となり，よい追従制御は実現できない．このことは，ステップ

信号に漸近追従するために制御対象が原点零点をもってはいけないという，よく知ら

れている事実に呼応している． 2

なお，追従制御に関するさらなる定量的な限界は後の節で解き明かされる．

7.3 積 分 条 件

本節では, Bodeの感度積分条件および位相公式について解説する．

7.3.1 Bodeの感度積分条件

ここで，開ループ伝達関数をL(s) = P (s)K(s)とおく．また，以下の仮定を

おく．

仮定3 閉ループ系 (P,K)は内部安定であり, L(s)は開右半面極pi(i = 1, · · · , k)

をもつ．

前に説明したように，開ループ伝達関数L(s)の閉右半面極はすべて感度関

数S(s)の零点となる．よって，仮定３よりS(s)は開右半面極pi(i = 1, · · · , k)

を零点としてもつ．したがって，感度S(s)は (7.28)式のように分解できる．た

だしS(s)の次数差が零だから，Sm(s)はL(s)の虚軸極を除き，無限遠点を含

む閉右半面に零点をもたない．このとき，関数F (s) := ln Sm(s)はL(s)の虚

軸極を除く閉右半面で解析的になり，かつ有界となる．なぜなら，形式的には

d ln Sm(s)/ds = S−1
m (s)dSm/dsであり，S−1

m (s)はL(s)の虚軸極を除く閉右

半面で有界で，Sm(s)の安定性からdSm/dsも閉右半面で存在するからである．

すると，補題7.1によれば開右半面上の任意点s0 = x0 + jy0について

lnSm(s0) =
1
π

∫ ∞

−∞
lnSm(jω)

x0

x2
0 + (ω − y0)2

dω (7.31)

が成り立つ．Sm(s)を極座標 |Sm(s)|ej 6 Sm(s)で書くと，ln Sm(s) = ln |Sm(s)|+

j 6 Sm(s)になる．よって，|A(jω)| = 1に注意すれば ln |S(jω)| = ln |Sm(jω)| =

Re(ln Sm(jω))となることが分かる．上式両辺について実部をとると
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ln |Sm(s0)| =
1
π

∫ ∞

−∞
ln |S(jω)| x0

x2
0 + (ω − y0)2

dω (7.32)

が得られる†．これより，開ループ系不安定極の感度関数との関係を与える次の

定理が導出できる．

定理7.1 仮定３が成立ち，かつL(s)が２以上の次数差をもつとき，次の

Bodeの感度積分条件が成り立つ．∫ ∞

0

ln |S(jω)|dω = π

k∑
i=1

Re(pi) >= 0 (7.33)

証明 式 (7.32)でy0 = 0とおき，その両辺にx0をかけ，極限をとると

lim
x0→∞

x0 ln |Sm(x0)| =
1

π

∫ ∞

−∞
ln |S(jω)|dω =

2

π

∫ ∞

0

ln |S(jω)|dω (7.34)

となる．以下，

lim
x0→∞

x0 ln S(x0) = 0 (7.35)

を先に示す．まず，x0 → ∞のとき，次数差の仮定よりL(x0) → c/xk
0，S(x0) → 1が

いえる．ただし，cは定数で，k >= 2である．ゆえに，x2
0dL(x0)/dx0 → −kc/xk−1

0 → 0

となる．そして，dS(x0)/dx0 = −S2(x0)dL(x0)/dx0に注意し，ド・ロピタルの定理

を用いれば

lim
x0→∞

x0 ln S(x0) = lim
x0→∞

ln S(x0)

1/x0
= lim

x0→∞

1
S(x0)

dS(x0)
dx0

−1/x2
0

= lim
x0→∞

S(x0)x
2
0
dL(x0)

dx0
= lim

x0→∞
S(x0) lim

x0→∞
x2

0
dL(x0)

dx0

= 0

となることが分かる．よって，(7.35)式から実部を取り出すと lim
x0→∞

x0 ln |S(x0)| = 0

が成立する．また，ln |S(x0)| = ln |Sm(x0)| + ln |A(x0)|であるので，

lim
x0→∞

x0 ln |Sm(x0)| = − lim
x0→∞

x0 ln |A(x0)|

= −
k∑

i=1

lim
x0→∞

x0 ln

∣∣∣∣pi − x0

p̄i + x0

∣∣∣∣
が成り立つ．したがって， lim

x0→∞
x0 ln

∣∣∣∣pi − x0

p̄i + x0

∣∣∣∣ = −2Re(pi)を示せば十分である．こ

れは再びド・ロピタルの定理を用いるか，もしくは次式よりいえる．

x0 ln
x0 − pi

x0 + p̄i
= x0 ln

1 − pi/x0

1 + p̄i/x0
= x0 [ln(1 − pi/x0) − ln(1 + p̄i/x0)]

= −x0

[(
pi

x0
+

1

2

(
pi

x0

)2

+ · · ·
)

−
(
− p̄i

x0
+

1

2

(
p̄i

x0

)2

− · · ·
)]

= −x0

[
pi + p̄i

x0
+

1

2

p2
i − p̄2

i

x2
0

+ · · ·
]

= −2Re(pi) +
1

2

p2
i − p̄2

i

x0
+ · · ·

† |A(s0)| 6= 1なので，左辺は ln |S(s0)|とならない．



160 7. フィードバック制御の限界 ∗

→ −2Re(pi) as x0 → ∞ (7.36)

ただし，式変形にTaylor展開 ln(1 − x) = −
∑∞

i=1
xi/iを使った． ■

|S(jω)| < 1ならば ln |S(jω)| < 0，そして |S(jω)| > 1ならば ln |S(jω)| > 0

に注意すれば，定理7.1 は, ある周波数帯域で感度関数を1未満にするとき, 感

度関数が1を越える別の周波数帯域が必ず存在することを示している．しかも，

開ループ伝達関数が不安定極をもつとき，1を超える帯域の面積は1未満の帯域

の面積よりも大きい．この現象はウォーターベッド効果と呼ばれている．つま

り，全周波数帯域において感度関数を一様に小さくすることが不可能である．

例7.2 一例として，図7.3は開ループ伝達関数

L(s) = − 4(s − 2)

s(s + 2)(s + 10)

に関する感度関数のゲインを示している．この図から明らかなようにウォーターベッ

ド効果が現れている．
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図7.3 ウォーターベッド効果

2

幸いなことに，実際の制御問題において感度関数は目標値追従性能を表す伝

達関数で，目標値はステップ信号のような高周波成分をあまりもたないものが

多い．したがって，低周波域で低いゲインをもてば十分に追従誤差を低減でき，

それ以外の帯域に少々大きいゲインをもったとしても問題にはならない．

さらに，開ループ伝達関数の次数差が１である場合，感度関数と開ループ不

安定極の関係は∫ ∞

0

ln |S(jω)|dω = π
k∑

i=1

Re(pi) −
π

2
lim

s→∞
sL(s) (7.37)

となることも知られている 4)．

7.3.2 開ループ系不安定極と感度限界の関係
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以下では, 上で導かれた積分条件を用いて, バンド幅仕様と右半面の極が感度

にもたらす影響を解析する．

ここで，感度に関する仕様として帯域 [−ωL, ωL]において感度を小さくした

い，すなわち，

|S(jω)| <= ε < 1, ∀ω ∈ [−ωL, ωL] (7.38)

を満足する制御系を設計したいとする．ただし，ε > 0である．

次に，モデル化しなかった高周波数域の動特性の影響や雑音の影響を抑え

るために，開ループ系の高周波数ゲインを十分に減衰させる必要がある．典

型的にはある周波数ωH以上でゲインを十分に小さくし，かつゲインの傾きを

−40[dB/dec]以上にすることが求められる．これは

|L(jω)| <=
h

ω1+k
<= δ < 1, ∀ω ∈ [ωH , ∞) (7.39)

で定量化できる．ただし，ωH > ωL，h > 0で，kは1以上の整数である．この

とき，帯域 [ωL, ωH ]において感度の増加が避けられないことを次の系が示す．

系7.1 仮定３が成り立つとし，ωH > ωLを満たすあるωHとωLに対し,

条件 (7.38)および (7.39)が成り立つとする．このとき,

max
ω∈[ωL,ωH ]

|S(jω)| >= eα

(
1
ε

) ωL
ωH−ωL

(1 − δ)
ωH

k(ωH−ωL)

が成り立つ．ただし

α = π
k∑

i=1

Re(pi)/(ωH − ωL)

である．

証明 条件 (7.39)より, 次数差が２以上の仮定は自動的に満たされ, 定理7.1は適用

できる．次に，ω >= ωHに対し

|S(jω)| <=
1

1 − |L(jω)|
<=

1

1 − h
ω1+k

が成り立つ．ln(1 − x) = −
∑∞

i=1
xi/iを用いて計算すると∫ ∞

ωH

ln |S(jω)|dω <= −
∫ ∞

ωH

ln
(
1 − h

ω1+k

)
dω =

∞∑
i=1

∫ ∞

ωH

1

i

(
h

ω1+k

)i

dω

=

∞∑
i=1

1

i

ωH

i(1 + k) − 1

(
h

ω1+k
H

)i

<=
ωH

k

∞∑
i=1

1

i

(
h

ω1+k
H

)i

= −ωH

k
ln

(
1 − h

ω1+k
H

)
<= −ωH

k
ln(1 − δ)
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が得られる．すると,∫ ∞

0

ln |S(jω)|dω

=

∫ ωL

0

ln |S(jω)|dω +

∫ ωH

ωL

ln |S(jω)|dω +

∫ ∞

ωH

ln |S(jω)|dω

<= ωL ln ε + (ωH − ωL) max
ω∈[ωL,ωH ]

ln |S(jω)| − ωH

k
ln(1 − δ) (7.40)

となる．上式に (7.33)式を代入し，y ln x = ln xyとmax ln |S(jω)| = lnmax |S(jω)|
に基づく式変形を行えば結果が得られる． ■

7.3.3 Bode の位相公式

古典制御において, 最小位相の開ループ系に対するBodeの位相公式は，開

ループ伝達関数整形に基づく古典制御設計法に重要な役割を果たしてきた．次

に説明する定理はBodeの位相公式を多少拡張したバージョンである．

定理7.2 開ループ伝達関数L(s)が開右半面に極と零点をもたず，かつ

L(j0) > 0であるとき，L(s)の虚軸極・零点と異なる jω0 (ω0 > 0)に対し

て次の関係式が成り立つ．

6 L(jω0) =
1
π

∫ ∞

−∞

d ln |L|
dν

ln coth
|ν|
2

dν (7.41)

ただし，ν := ln(ω/ω0)であり，|L|は |L(jω0e
ν)|の省略形である．

証明 まず，中心 (0, jω)半径 rの円の右半分Cr(図7.4のC1, C2を参照)に沿う次の

積分を考える (ω 6= ω0)．∫
Cr

ln(s − jω)

s2 + ω2
0

ds =

∫ π/2

−π/2

jr(ln r + jθ)ejθ

(jω + rejθ)2 + ω2
0

dθ

r → 0のとき r ln r → 0であることに注意すれば

lim
r→0

∫
Cr

ln(s − jω)

s2 + ω2
0

ds = 0

が分かる．L(s)の虚軸極・零点は ln L(s)の特異点となるが，上式から分かるように

これらの特異点は虚軸に沿う ln L(s)/(s2 + ω2
0)の積分に影響はない．また，仮定より

ln L(s)が開右半面で解析的である．

すると，∂Ωを図7.4に示す閉曲線とするとき，Cauchyの積分公式より∮
∂Ω

ln L(s)

s2 + ω2
0

ds = 0 (7.42)

が成り立つ．この積分において，半径無限大の半円に沿う部分は積分関数が零である

ため零となる．よって，

0 =

∫ −j(ω0+r)

−j∞
+

∫
C1

+

∫ j(ω0−r)

−j(ω0−r)

+

∫
C2

+

∫ j∞

j(ω0+r)

となる．半円C1上ではs = −jω0 + rejθ(θ ∈ [−π/2, π/2])であり，これを代入する

と r → 0のとき
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C1

ln L(s)

s2 + ω2
0

ds =

∫ π/2

−π/2

ln L(−jω0 + rejθ)

rejθ − j2ω0
jdθ → − π

2ω0
ln L(−jω0)

が得られる．同様に，r → 0のとき∫
C2

ln L(s)

s2 + ω2
0

ds → π

2ω0
ln L(jω0)

である．よって，r → 0の極限をとることによって

0 = j

∫ ∞

−∞

ln L(jω)

ω2
0 − ω2

dω +
π

2ω0
ln

L(jω0)

L(−jω0)
(7.43)

を得る．L(s)が実有理関数であることと仮定L(j0) > 0より，|L(jω0)| = |L(−jω0)|，
6 L(−jω0) = −6 L(jω0)が成り立つ．したがって，上式右辺第２項は j π

ω0
6 L(jω0)と

なる．両辺の虚部を比較することによって式

6 L(jω0) =
ω0

π

∫ ∞

−∞

ln |L(jω)|
ω2 − ω2

0

dω =
2ω0

π

∫ ∞

0

ln |L(jω)|
ω2 − ω2

0

dω (7.44)

を得る (右辺の積分関数がω0で発散するが，積分自体は有界である)．

以下，上式右辺を所望の形式に変形する．まず，直接計算で

d

dν

(
ln coth

|ν|
2

)
= − 1

sinh ν
(7.45)

を確かめられる．そして，ν = ln(ω/ω0)の変数変換を行うとき，積分区間は [0, ∞)

から (−∞, ∞)に変わる．さらに，ω/ω0 = eν，dν = dω/ωなどを使うと式 (7.44)の

右辺は
2

π

∫ ∞

0

ln |L(jω)|
ω/ω0 − ω0/ω

dω

ω
=

2

π

∫ ∞

−∞

ln |L|
eν − e−ν

dν

=
1

π

∫ ∞

−∞

ln |L|
sinh ν

dν

= − 1

π

[
ln |L| ln coth

|ν|
2

]∞

−∞

+
1

π

∫ ∞

−∞

d ln |L|
dν

ln coth
|ν|
2

dν (7.46)

に帰着される．|L(jω0e
ν)|はνの偶関数ではないから，右辺第１項が零となることは

簡単にいえないが，以下の手順で示せる．

1. coth |ν|
2

=
∣∣ω+ω0

ω−ω0

∣∣が示せる．すると上式第１項は− 1
π

[
ln |L(jω)| ln

∣∣ω+ω0
ω−ω0

∣∣]∞
0

となる．

2. ω → ∞, 0のとき，いずれも ln
∣∣ω+ω0

ω−ω0

∣∣ → 0となる．よって，ln |L(j∞)|あるい
は ln |L(j0)|が有界ならば対応する項は零となる．

3. d ln |L(jω)|/d ln ωがBodeゲイン線図の傾きで，ω → 0, ∞のとき有界である
ことに注目する．ln |L(jω)|がω → 0, ∞で発散する場合，ln |L(jω)| ln ω+ω0

ω−ω0

= ln |L(jω)|/(1/ ln ω+ω0
ω−ω0

)に対してド・ロピタルの定理を用いると，その極限は

0となることが示せる．

以上によって結論が得られた． ■

この定理は非プロパーの伝達関数L(s)に対しても成立することに注意され

たい．

関数 ln coth |ν|
2 のグラフを図7.5に示す．この関数の面積はπ2/2である．図
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図7.5 関数 ln coth |ν|
2
のグラフ

7.5から分かるように，関数 ln coth |ν|
2 はν = 1 ⇔ ω = ω0の付近から急激に減

衰しており，その面積はν ∈ (−2.5, 2.5) ⇔ ω ∈ (ω0/2, 5ω0)の区間の間にある

面積で十分よく近似できる．ω0を交差周波数ωc(|L(jωc)| = 1となる周波数)と

して考える．その前後の1[dec]の周波数帯において開ループゲインが一定の傾き

をもつ，つまり，ω ∈ (0.5ω0, 5ω0)に対してd ln |L|/dν = d ln |L(jω)|/d lnω =

−k(−20k[dB/dec]に相当)である場合，定理7.2から

6 L(jωc) ≈ −π

2
k (7.47)

が成り立つことが分かる．PM = π + 6 L(jωc)はフィードバック系の位相余裕

であるから，ωcにおける位相角について調べる．ここで

6 L(jωc) ≈

 −90◦, k = 1

−180◦, k = 2
(7.48)

が成り立つので，十分な位相余裕 (PM > 0)を確保するために，交差周波数前

後1[dec]ぐらいにわたって対数ゲインの傾きを−1に保たなければならない．こ

れは古典制御における重要な設計ルールの一つとなっている．

なお，L(s)が開右半面にも極・零点を有する場合，L(s) = Lm(s)A(s)B(s)−1

のように定理２の条件満たすLm(s)と全域通過のA(s) =
∏k

i=1(zi−s)/(z̄i+s)，

B(s) =
∏l

j=1(pj − s)/(p̄j + s)との積に分解できる．ここで，zi, pjはそれぞ

れL(s)の開右半面上の零点，極である．このとき，|L| = |Lm|および 6 L =

6 Lm + 6 A− 6 Bが成り立つ．Lmに対して適用したBodeの位相公式にこれら

の関係式を代入すれば，次のようにBodeの位相公式を任意の開ループ系に拡

張できる．

系7.2 開ループ伝達関数L(s)はL(j0) > 0を満たし，開右半面の零点
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zi (i = 1, . . . , k)と極pj (j = 1, . . . , l)をもつとき，次式が成り立つ．

6 L(jω0) =
1
π

∫ ∞

−∞

d ln |L|
dν

ln coth
|ν|
2

dν

+
k∑

i=1

6
zi − jω0

zi + jω0
−

l∑
j=1

6
pj − jω0

pj + jω0
(7.49)

7.4 目標値追従の限界

本節では，ステップ信号に対する追従誤差２乗面積の下限が制御対象の不安

定零点および不安定極によって制約されることを示す．これらの結果は，フィー

ドバック制御の限界を定量的に示すものとなる．

本節では，次の基本仮定をおく．

仮定4 P (s)は虚軸に零点をもたず，開右半面零点zi(i = 1, . . . , k)をもつ (重

複度を含める)．

7.4.1 １自由度系

１自由度系のシステム構成は図7.2に示される通りである．r 7→ eの閉ループ

伝達関数は感度関数S(s)であり，追従誤差は ê(s) = S(s)r̂(s)で与えられる．

〔1〕 制御対象が安定な場合 この場合，安定化制御器のすべてはK(s) =

Q/(1 − PQ)で与えられる．これを感度関数S(s)に代入すると，

S(s) = 1 − P (s)Q(s) (7.50)

となる．またこのとき，P (s)は

P (s) = L(s)Pm(s), L(s) =
k∏

i=1

Li(s), Li(s) =
z̄i

zi

zi − s

z̄i + s
(7.51)

に分解できる．ただし，Li(s)は全域通過伝達関数で，Pm(s)は虚軸上に零点を

もたない最小位相の伝達関数である．さらに，Li(s)はLi(0) = 1に規格化され

ていることにも注意しておく．

次の定理はフィードバック制御で実現し得る追従誤差の下限を与える．

定理7.3 P (s)が安定で，かつ仮定４を満たすとき，単位ステップの目標

値に対する追従誤差の下限は

inf ‖e‖2
2 =

k∑
i=1

2Re(zi)
|zi|2

(7.52)

で与えられる．さらに，P に不安定零点がないとき，inf ‖e‖2
2 = 0となる．
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証明 追従誤差のLaplace変換は

ê(s) = (1 − PQ)r̂(s) = (1 − PQ)
1

s
(7.53)

である．e(t)が有界な２ノルムをもつために，ê(s)は安定でなければならない．よっ

て，自由パラメータQ(s)は1− P (0)Q(0) = 0を満たさなければならない．このこと

とLi(0) = 1から，1 − Pm(0)Q(0)
∏k

i=j>=1
Li(0) = 0は1 <= j <= kについて成立す

る．すると，２ノルムの全域通過関数の積に対する不変性により

‖e‖2
2 = ‖

(
1 − PmQ

k∏
i=1

Li

)
1

s
‖2
2

= ‖

(
L−1

1 − PmQ

k∏
i=2

Li

)
1

s
‖2
2

= ‖
(
L−1

1 − 1
) 1

s
+

(
1 − PmQ

k∏
i=2

Li

)
1

s
‖2
2 (7.54)

が成り立つ．
(
L−1

1 − 1
)

/s = 2Re(z1)/(z̄1(z1 − s))は完全不安定である．そして，

1− Pm(0)Q(0)
∏k

i=2
Li(0) = 0だから第２項は安定である．よって，補題7.3により

‖e‖2
2 = ‖

(
L−1

1 − 1
) 1

s
‖2
2 + ‖

(
1 − PmQ

k∏
i=2

Li

)
1

s
‖2
2

=
4(Re(z1))

2

|z1|2
‖ 1

z1 − s
‖2
2 +

‖

(
1 − PmQ

k∏
i=2

LiPmQ

)
1

s
‖2
2 (7.55)

が得られる．さらに，補題7.4を用いると

‖e‖2
2 =

2Re(z1)

|z1|2
+ ‖

(
1 − PmQ

k∏
i=2

Li

)
1

s
‖2
2 (7.56)

を得る．この変形を繰り返していくと，最終的に

‖e‖2
2 =

k∑
i=1

2Re(zi)

|zi|2
+ ‖ (1 − PmQ)

1

s
‖2
2 (7.57)

を得る．P−1
m (s)がプロパーでないが，Q(s, ε) := P−1

m (s)/(εs+1)rは安定プロパーとな

る．ただし，ε > 0で rはP (s)次数差である．しかも，ε → 0のときQ(s, ε) → P−1
m (s)．

つまり，安定プロパーなQで限りなく1 − PmQを零に近づけることができる．した

がって，上式第２項の下限は零である．よって

inf ‖e‖2
2 =

k∑
i=1

2Re(zi)

|zi|2

が成り立つ．

P に不安定零点がないとき，P = Pmとなる．上記証明の最後の部分から分かるよ

うにこの場合ノルムの下限値は零となる． ■

この定理は，安定制御対象に対して目標値追従の精度は制御対象の不安定零
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点によって制約されることを示している．

【例題7.2】 安定制御対象P (s) = (s− 2)/(s + 1)(s + 3)について，追従誤差がなる

べく下限値に近いように制御器を設計せよ．

解答 P (s)はPm(s) = −(s + 2)/(s + 1)(s + 3)とL(s) = (2 − s)/(2 + s)との積

に分解できる．不安定零点がz = 2であるので，追従誤差の下限値は

inf ‖e‖2
2 =

2z

z2
= 1

である．

上記定理の証明から分かるように‖ (1 − PmQ) 1
s
‖2を零に近づける制御器を設計す

ればよい．そこで，Q(s)を

Q(s, ε) =
P−1

m (s)

εs + 1
= − (s + 1)(s + 3)

(s + 2)(εs + 1)
(7.58)

とすると，

‖ (1 − PmQ)
1

s
‖2
2 = ‖ 1

s + ε−1
‖2
2 =

1

2ε−1
=

ε

2
となり，ε → 0のとき零に近づく．対応する制御器は

K(s, ε) = − 1

2(1 + ε)
× (s + 1)(s + 3)

s( ε
2(1+ε)

s + 1)
(7.59)

となる．ε → 0のとき，制御器はプロパーでないKopt(s) = −(s + 1)(s + 3)/(2s)に

漸近する．つまり，下限にいくらでも近つけることができるが，下限を達成できるプ

ロパーな制御器は存在しない．

またこのとき，閉ループ系の特性多項式は

p(s) = ε(s + 1)(s + 3)(s + 2)(s +
1

ε
) (7.60)

となり，その根は−1,−3,−2,−1/εとなる．その内の−1,−3は制御対象の安定極と

制御器の零点間の極零相殺で残ったもので，もう一つの−2は制御対象の右半面零点

z = 2の虚軸に関する鏡像である．最後の極−1/εは ε → 0のとき負の無限大へ漸近す

る．つまり，この準最適制御器の特徴として制御対象の安定な極と零点をすべて相殺

させ，不安定零点の鏡像のところに閉ループ極を配置して，残りの極を負の無限大へ

移動させている．

そして，プロパーでない最適制御器Kopt(s)を調べると，制御対象の安定極p =

−1,−3を零点としてもち，制御対象の無限遠点零点を極としてもつ (これは最適制御

器がプロパーでない理由となる)．

さらに，最適なループゲインと感度関数はそれぞれ

Lopt(s) = −s − 2

2s
, Sopt(s) =

2s

s + 2
となる．ループゲインは周波数ω > 2[rad/sec]で1/2であり，減衰が不充分である．

したがって，この最適制御器は追従誤差を最小にすることができるが，センサ雑音に

対して弱い． ♦

〔2〕 制御対象が不安定な場合

ここで制御対象P (s)について，仮定４のほかに次の仮定５も設ける．
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仮定5 P (s)は虚軸に極をもたず，開右半面において相異なる極pj(j = 1, . . . , h)

をもつ．

ここで，不安定零点に関して重複度を許しているに対して，不安定極に関して

は技術上の問題で重複はないとしている．重複する不安定極がある場合，追従

誤差下限の導出はさらに複雑なものになる．

7.2.2項の解析によるとS(s)はS = −(X − NQ)D̃ = 1 + N(−Ỹ + QD̃)に

変形できる．さらに，仮定４，５のもとで以下の性質を有する．

1. N(s)の不安定零点はzi(i = 1, . . . , k)だけである

2. D̃(s)の不安定零点はpj(j = 1, . . . , h)だけである

3. S(zi) = 1 ∀i，かつS(pj) = 0 ∀j

ここでまず，N(s), D̃(s)を次のように全域通過関数と最小位相関数の積に分

解しておく．

N(s) = LM, L(s) =
k∏

i=1

z̄i

zi

zi − s

z̄i + s
, M(s)は最小位相 (7.61)

D̃(s) = gb, b(s) =
h∏

j=1

p̄j

pj

pj − s

p̄j + s
, g(s)は最小位相 (7.62)

すると，感度関数はさらに

S(s) = 1 + LM(−Ỹ + QD̃) = −(X − NQ)gb (7.63)

と書ける．‖e‖2の有界性がS(0) = 0，すなわち

1 − M(0)Ỹ (0) + M(0)Q(0)D̃(0) = 0 (7.64)

に等価であること，およびL(0) = b(0) = 1であることに注意しておく．

次の定理は，不安定制御対象に対して目標値追従の精度は制御対象の不安定

零点にだけでなく，不安定極にも制約されていることを示す．

定理7.4 P (s)が仮定４，５を満たすとき，単位ステップの目標値に対す

る追従誤差の下限は

inf ‖e‖2
2 =

k∑
i=1

2Re(zi)
|zi|2

+
h∑

i=1

h∑
j=1

4Re(pi)Re(pj)
(p̄i + pj)pip̄j b̄ibj

(1 − L−1(pi))∗(1 − L−1(pj)) (7.65)

で与えられる．ただし，定数 biは次式で与えられるものである．
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bi =
h∏

j=1
j 6=i

p̄j

pj

pj − pi

p̄j + pi

さらに，P (s)に不安定零点がないとき，inf ‖e‖2
2 = 0となる．

上述下限値の第１項は不安定零点だけによってもたらされた追従性能の制約

であり，原点によほど近い零点でない限りこの制約は強くない．他方，第２項

は不安定極が追従制御に対する不安定零点の制約を増幅させることを示すもの

である．特に，P (s)に互いに近い不安定極零点がある場合，L−1は大きくなる．

同様に，互いに近い不安定極がある場合，b−1
i は大きくなる．いずれの場合に

しても追従誤差は増大することをこの定理が示している．

制御対象に不安定零点がない場合，L(s) = 1となるので，inf ‖e‖2
2の２番目

の項，すなわち不安定極の影響はなくなる．ゆえに，目標値追従性能への本質

的な制約は不安定零点によって加えられたものであり，不安定極は単にこの制

約を増幅させているに過ぎない．

以下，定理7.4の証明を与えておこう．
証明 L(0) = 1より (L−1 − 1)/sの極はすべて開右半面にある．そして‖e‖2の有

界条件 (7.64)より (1 − MỸ + MQD̃)/sが安定である．よって，補題7.2(4)と補題

7.3を使うと

‖e‖2
2 = ‖

(
1 − LMỸ + LMQD̃

) 1

s
‖2
2 = ‖

(
L−1 − MỸ + MQD̃

) 1

s
‖2
2

= ‖
(
L−1 − 1

) 1

s
+

(
1 − MỸ + MQD̃

) 1

s
‖2
2

= ‖
(
L−1 − 1

) 1

s
‖2
2 + ‖

(
1 − MỸ + MQD̃

) 1

s
‖2
2 (7.66)

となることが分かる．定理7.3の証明と同様な手法で第１項を計算すれば

‖e‖2
2 =

k∑
i=1

2Re(zi)

|zi|2
+ ‖

(
1 − MỸ + MQgb

) 1

s
‖2
2 (7.67)

が成り立つ．ここで，上式の第２項について考えればよいので，それを

J1 = ‖
(
1 − MỸ + MQgb

) 1

s
‖2
2 = ‖

(
1 − MỸ

b
+ MQg

)
1

s
‖2
2 (7.68)

とおく．J1を計算する前に，以下の準備をしておこう．まず，S(pj) = 0と式 (7.63)

より1−L(pj)M(pj)Y (pj) = 0が成り立つから，1−M(pj)Y (pj) = 1−L−1(pj)と

なる．よって，(1 − MỸ )/bを

1 − MỸ

b
=

h∑
j=1

aj
pj

p̄j

p̄j + s

pj − s
+ R, R(s)は安定 (7.69)

に部分分数展開するとき，係数ajは

aj =
p̄j

pj(pj + p̄j)
lim

s→pj

(pj − s)
1 − MỸ

b
=

1 − L−1(pj)

bj
(7.70)

となる．この部分分数展開をJ1に代入すると
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J1 = ‖

(
h∑

j=1

aj
pj

p̄j

p̄j + s

pj − s
+ R + MQg

)
1

s
‖2
2

= ‖

(
h∑

j=1

aj

(
pj

p̄j

p̄j + s

pj − s
− 1

)
+

h∑
j=1

aj + R + MQg

)
1

s
‖2
2

= ‖
h∑

j=1

aj
2Re(pj)

p̄j

1

pj − s
+

(
h∑

j=1

aj + R + MQg

)
1

s
‖2
2

となる．
∑

aj +R(0) = 1−M(0)Ỹ (0)は式 (7.69)から容易に分かる．よって式 (7.64)

より
∑

aj + (R + MQg)(0) = 0となり，(
∑

aj + R + MQg)/sは安定となる．す

ると

J1 = ‖
h∑

j=1

aj
2Re(pj)

p̄j

1

pj − s
‖2
2 + ‖

(
h∑

j=1

aj + R + MQg

)
1

s
‖2
2 (7.71)

が成り立つ．M(s), g(s)が安定な逆システムを有するので，第２項の下限は零となる．

したがって

inf J1 = ‖
h∑

j=1

aj
2Re(pj)

p̄j

1

pj − s
‖2
2 (7.72)

となる．一方，内積の性質 (補題7.2と補題7.4)を用いると

inf J1 =

h∑
i=1

h∑
j=1

〈ai
2Re(pi)

p̄i

1

pi − s
, aj

2Re(pj)

p̄j

1

pj − s
〉

=

h∑
i=1

h∑
j=1

āi
2Re(pi)

pi
aj

2Re(pj)

p̄j
〈 1

pi − s
,

1

pj − s
〉

=

h∑
i=1

h∑
j=1

āiaj
4Re(pi)Re(pj)

pip̄j

1

p̄i + pj
(7.73)

と計算される．以上で定理前半の結論を導出できた．

次に，P (s)に不安定零点がないとき，N(s)は最小位相となる．よって

‖e‖2
2 = ‖ (−X + NQ) gb

1

s
‖2
2 = ‖ (−X + NQ) g

1

s
‖2
2 (7.74)

が成り立つ．N(s)は安定な逆システムをもつので，Q(s, ε) = N−1X/(εs + 1)r(rは

N(s)の次数差，すなわちP (s)の次数差を表す)と選べば

−X(s) + N(s)Q(s, ε) = −X(s)
(εs + 1)r − 1

(εs + 1)r
(7.75)

となり，以下の漸近的性質をもつ．

−X(0) + N(0)Q(0, ε) = 0, lim
ε→0

(−X(s) + N(s)Q(s, ε)) = 0 (7.76)

ゆえに，inf ‖e‖2
2 = 0となる． ■

7.4.2 ２自由度系

この場合，6.5節によれば r 7→ e = r − yP の閉ループ伝達関数は

Ter(s) = 1 + N12(s)QF (s), N12(s) = −c(sI − Af )−1b (7.77)
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となり，QF (s)は任意の安定な伝達関数である．N12(s)の零点がP (s)の零点

に一致することから，その結果は当然安定制御対象の場合と同様である．よっ

て，次の定理を得る．

定理7.5 仮定４が成り立つとする．２自由度制御系において，単位ステッ

プの目標値に対する追従誤差の下限は

inf ‖e‖2
2 =

k∑
i=1

2Re(zi)
|zi|2

(7.78)

で与えられる．さらに，P (s)に不安定零点がないとき，inf ‖e‖2
2 = 0と

なる．

つまり，２自由度系の場合制御対象の不安定極は目標値追従の妨げにならな

い．これは２自由度系の大きな利点となっている．また，この下限値は１自由

度制御器で制御対象が安定の場合と同じである．逆説的にいえば，安定制御対

象に対して２自由度構成を導入しても追従誤差の下限値を下げられず，究極的

な目標値応答改善に寄与しない．

練 習 問 題

7.1 伝達関数G(s) = s(s2 − 5s + 6)/(s + 5)2(s2 + 2s + 5)を全域通過伝達関数と

最小位相伝達関数の積に分解せよ。

7.2 式 (7.11)で定義した関数が内積であることを示せ．

7.3 補題7.2を示せ．

7.4 補題7.4を示せ．

7.5 c(sI − A − bf)−1bと c(sI − A)−1bが同じ次数差をもつことを示せ．

7.6 安定伝達関数

G(s) =
s + 5

(s + 1)(s + 10)

のH2ノルムをそれぞれ留数，インパルス応答を用いて計算せよ．

7.7 定理7.4の証明に習って，不安定プラントP (s) = 1/(s−1)に対する単位ステッ

プ目標値の追従誤差下限値 inf ‖e‖2および準最適制御器を求めよ．



付録A
線形代数のまとめ

この付録では本書で使う線形代数の知識についてまとめる．特に，一般教養課程で

あまり触れられないベクトル空間の構造に関する性質に重点をおく．このような構造

的性質は線形システムの構造解析においてきわめて重要な役割を果たす．ここでは，

読者がベクトルと行列の演算ができるとして話を進める．

簡単のために，i行 j列目の要素がaijである行列AをA = (aij)と書くことがある．

また，Iは適当な次元の単位行列を表すが, その次元がn × nであることを強調した

いとき，Inと書く場合がある．本書では，Rですべての実数の集合，Cですべての

複素数の集合を表す．実数と複素数両方について成り立つ結果を述べるとき，FでR

もしくはCを表す．ベクトルに含まれる要素の数はその次元 (dimension)という．ベ

クトルxの転置をxT で表す．ベクトルxの要素が複素数である場合，その共役転置

(conjugate transpose)とは各要素の共役をとってからベクトルの転置をとって得られ

た行ベクトル x̄T であり，x∗で表す．すなわち，

x∗ := x̄T = [x̄1 x̄2 · · · x̄n] (A.1)

である．なお，記号 :=は「定義する」を表す．さらに，A∗ = Aを満たす行列をエル

ミート行列 (Hermitian matrix)と呼ぶ．diag(X1, · · · , Xk)はXiを対角ブロックとし

てもつブロック対角行列を表す．

A.1 行列式，逆行列とブロック行列

ここでまず，行列式の性質をまとめる．同じ次元を有する正方行列A, Bについて，

その積の行列式は

det(AB) = det(A) det(B) (A.2)

で計算できる．これと恒等式A−1A = Iにより次式を得る．

det(A−1) =
1

det(A)
(A.3)

また，次元が必ずしも等しくない正方行列A, Bを対角ブロックとしてもつブロック

三角行列の行列式は

det

[
A ∗
0 B

]
= det(A) det(B) (A.4)

det

[
A 0

∗ B

]
= det(A) det(B) (A.5)
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となる．

そして，行列A, Bが共に正則のとき，その積の逆行列は次式となる．

(AB)−1 = B−1A−1 (A.6)

次に，Aを

A :=

[
A11 A12

A21 A22

]
(A.7)

のようにブロック分割された正方行列とする．ただし，A11とA22は共に正方行列で

ある．A11が正則であると仮定すると，Aは次のように分解できる．[
A11 A12

A21 A22

]
=

[
I 0

A21A
−1
11 I

][
A11 0

0 ∆

][
I A−1

11 A12

0 I

]
(A.8)

ここで∆ := A22 − A21A
−1
11 A12である．同じように，A22が正則であれば,[

A11 A12

A21 A22

]
=

[
I A12A

−1
22

0 I

][
∆̂ 0

0 A22

][
I 0

A−1
22 A21 I

]
(A.9)

が成り立つ．ここで ∆̂ := A11 − A12A
−1
22 A21である．

上述の行列分解公式を利用すれば，次の行列式に関する公式を簡単に導ける．

det(A) = det(A11) det(A22 − A21A
−1
11 A12), A11 が正則の場合 (A.10)

det(A) = det(A22) det(A11 − A12A
−1
22 A21), A22 が正則の場合 (A.11)

また，次のブロック三角行列の逆行列の式も容易に確認できる†．[
A11 0

A21 A22

]−1

=

[
A−1

11 0

−A−1
22 A21A

−1
11 A−1

22

]
(A.12)[

A11 A12

0 A22

]−1

=

[
A−1

11 −A−1
11 A12A

−1
22

0 A−1
22

]
(A.13)

さらに，式 (A.7)のように任意のブロック分割された正則行列Aについて，その逆

行列は上述のブロック分解式 (A.8)，(A.9)，ブロック三角行列の逆行列の式 (A.12)，

(A.13)及び性質 (RST )−1 = T−1S−1R−1で計算できるので，公式を覚える必要は

まったくない．

恒等式

A − ABA = A(I − BA) = (I − AB)A, (I − AB)−1(I − AB) = I

より次の逆行列に関する性質が得られる．

A(I − BA)−1 = (I − AB)−1A (A.14)

(I − AB)−1 = I + (I − AB)−1AB = I + A(I − BA)−1B (A.15)

これに基づいて，次の非常に役立つ恒等式を導出できる．すなわち，A, B, C, Dが適

当な次元の行列でAとDが共に正則行列であるとき,

(A − BD−1C)−1 = A−1 + A−1B(D − CA−1B)−1CA−1 (A.16)

† 右辺の非対角ブロックはもとの行列の対角ブロックの逆行列と非対角ブロック

を時計回りの順にかけて得られたものである．
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が成り立つ．これは以下のように示せる．まず，A−BD−1C = A(I −A−1BD−1C)

と変形できる．すると，式 (A.16)の左辺は (A.14)，(A.15)式より

(I − A−1BD−1C)−1A−1 = [I + A−1B(I − D−1CA−1B)−1D−1C]A−1

に変形できる．さらに，上式に (I −D−1CA−1B)−1 = (D −CA−1B)−1Dを代入す

れば式 (A.16)の右辺になる．

A.2 行列の基本操作とその行列表現

伝達関数の状態空間実現について相似変換を行う際に，ブロック行列の基本操作

(elementary manipulation)を使う必要がある．また，任意の行列を特殊構造をもつ

ものに変換するにも基本操作が役に立っている．ここで，行列の基本操作とその行列

表現 (matrix representation)について説明する．

行列A ∈ Cm×nについて考える．以下の行列操作を総じて基本操作という．

(1) i行目と j行目を入れ換える

これは単位行列 Imに対して同じ操作を行って得られた行列T を左からAにかける

ことで実現できる．

例えば，A =

[
a1
a2
a3

]
(aiは行ベクトルである)の１行目と３行目を入れ換えるとき，

I3について同様の操作を行うと

I3 =

 1

1

1

 → T =

 0 0 1

0 1 0

1 0 0

 ⇒ TA =

 a3

a2

a1


を得る．明らかに，Tの j列目と i列目を入れ換えると単位行列に戻るので，T−1は単

位行列 Imに対して同様の操作を行うことで得られる．

(2) i列目と j列目を入れ換える

これは単位行列 Inに対して同じ操作を行って得られた行列T を右からAにかける

ことで実現できる．

例えば，A = [a1 a2 a3](aiは列ベクトルである)の１列目と３列目を入れ換えると

き，I3について同様の操作を行うと

T =

 0 0 1

0 1 0

1 0 0

 ⇒ AT = [a1 a2 a3]

 0 0 1

0 1 0

1 0 0

 = [a3 a2 a1]

となる．また，Tの j行目と i行目を入れ換えると単位行列に戻るので，T−1は単位行

列 Inに対して同様の操作を行うことで得られる．

(3) α×(i行目)を j行目に加える

これは単位行列 Imに対して同じ操作を行って得られた行列T を左からAにかける

ことで実現できる．

例えば，A =

[
a1
a2
a3

]
の2×(1行目)を3行目に加えたいとき，I3について同様の操

作を行うと
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T =

 1 0 0

0 1 0

2 0 1

 ⇒ TA =

 1 0 0

0 1 0

2 0 1


 a1

a2

a3

 =

 a1

a2

a3 + 2a1


を得る．また，Tの−α×(j列目)を i列目に加えると単位行列に戻るので，T−1は単

位行列 Imに対して同様の操作を行うことで得られる．

(4) (i列目)×αを j列目に加える

これは単位行列 Inに対して同じ操作を行って得られた行列T を右からAにかける

ことで実現できる．

例えば，A = [a1 a2 a3]の (1列目)×2を3列目に加えたいとき，I3について同様の

操作を行うと

T =

 1 0 2

0 1 0

0 0 1

 ⇒ AT = [a1 a2 a3]

 1 0 2

0 1 0

0 0 1

 = [a1 a2 2a1 + a3]

を得る．また，Tの (j行目)×(−α)を i行目に加えれば単位行列に戻るので，T−1は

単位行列 Inに対して同様の操作を行うことで得られる．

(5) i行目にα 6= 0をかける

これは単位行列 Imに対して同じ操作を行って得られた行列T を左からAにかける

ことで実現できる．

例えば，A =

[
a1
a2
a3

]
の1行目に3をかけたいとき，I3について同様の操作を行うと

T =

 3

1

1

 ⇒ TA =

 3

1

1


 a1

a2

a3

 =

 3a1

a2

a3


となる．また，Tの i列目にα−1をかければ単位行列となるので，T−1は単位行列 Im

に対して同様の操作を行うことで得られる．

(6) i列目にα 6= 0をかける

これは単位行列 Inに対して同じ操作を行って得られた行列T を右からAにかける

ことで実現できる．

例えば，A = [a1 a2 a3]の3列目に2をかけたいとき，I3について同様の操作を行

うと

T =

 1

1

2

 ⇒ AT = [a1 a2 a3]

 1

1

2

 = [a1 a2 2a3]

となる．明らかに，Tの j行目にα−1をかければ単位行列に戻るので，T−1は単位行

列 Inに同様の操作を行うことで得られる．

以上の基本操作の法則はブロック行列に対しても同様である．ただし，行ブロック

に行列をかけるときは左から，列ブロックに行列をかけるときは右からかけなければ

ならない．

(A.8)式の行列は基本操作で非対角ブロックを消去することによって得ることがで

きる．例えば，行操作でA21を消すことの行列表現は
[

I 0

−A21A−1
11

I

]
であり，その

逆行列は (A.8)式右辺一番目の行列になる．同様に，右辺３番目の行列はA12を消去
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する列操作の行列表現と対応する．

A.3 線形ベクトル空間

ベクトル空間は次元が同じであるベクトルの集合である．特に，要素がすべて実数

であるn次元ベクトルの空間はRnで表し，要素がすべて複素数であるn次元ベクト

ルの空間はCnで表す．実ベクトル空間Rnに関しては，以下の性質が成り立つ．

1. x, y ∈ Rnならば，x + y ∈ Rnとなる．

2. x ∈ Rnかつa ∈ Rならば，ax ∈ Rnとなる．

この二つの性質は次のように一つにまとめることができる (練習問題A.2)．

任意のx, y ∈ Rnとa, b ∈ Rに対して，ax + by ∈ Rnが成り立つ

同じように，複素ベクトル空間Cnに関しては，以下の性質が成り立つ．

任意のx, y ∈ Cnとa, b ∈ Cに対して，ax + by ∈ Cnが成り立つ

ax + byはベクトルx，yに関する線形演算であり，ベクトル空間はこの演算に対して

閉じているため，線形ベクトル空間 (linear vector space)と呼ばれる．

建物が柱によって支えられると同じように，ベクトル空間も基底というものによっ

て構成される．また，壁が柱で張られる面にあるように，任意のベクトルも基底で張

られる．この主従関係は線形独立性という概念につながる．そして，建物を部屋に区

切ることができるのと同じようにベクトル空間も部分空間に分けることができる．さ

らに，ベクトルの長さ，二つのベクトル間の角度などの性質はノルムと内積で表現さ

れる．以下の節では，線形ベクトル空間に関するこれらの性質について述べる．

A.3.1 線形独立性

x1, x2, . . . , xk ∈ Fnとαi ∈ F(i = 1, . . . , k)に対し†, 次のベクトル

α1x1 + . . . + αkxk (A.17)

をx1, x2, . . . , xkの線形結合 (linear combination)という．

ベクトルx1, x2, . . . , xkについて，少なくとも１つ零でないスカラα1, α2, . . . ,

αkが存在し，等式

α1x1 + α2x2 + . . . + αkxk = 0 (A.18)

を満たすとき，ベクトルx1, x2, . . . , xkが線形従属 (linearly dependent)であるという．

逆に，上式がα1 = . . . = αk = 0ときに限って成立する場合，ベクトルx1, x2, . . . , xk

が線形独立 (linearly independent) であるという．

ベクトルx1, x2, . . . , xkが線形従属であるとき，α1 6= 0ならばx1は

x1 = −α2

α1
x2 − . . . − αk

α1
xk (A.19)

となり，x2, . . . , xkの線形結合で表せることが分かる．つまり，x1, x2, . . . , xkが線形

従属であるとは，その中にほかのベクトルの線形結合で表せるベクトルが存在すると

† ベクトルの要素xjと係数αiが同じ性質の数であることに注意されたい．すな

わち，ベクトルの要素xjが実数であれば係数αiも実数でなければならない．複

素数の場合も同様である．
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いうことなのである．逆に，線形独立なベクトルの集合ではその中のどのベクトルで

もほかのベクトルの線形結合で表せない．線形独立と線形従属の概念は図的に示すと，

図A.1のように表せる．この図において，uと{x1, x2}の線形従属関係，およびvと

{x1, x2}の線形独立関係が表されている．

u
x2

x10

v

線形従属

線形独立

図A.1 線形独立性と従属性

例A.1 ベクトルu = [1 0 2]T，v = [0 2 1]T，w = [2 2 5]T について

2u + v − w = 2

 1

0

2

 +

 0

2

1

 −

 2

2

5

 = 0

が成り立つから，互いに線形従属である．しかし，u，vについては

au + bv =

 a

2b

2a + b

 = 0 ⇒ a = b = 0

となるから，互いに線形独立である．同様に，uとwおよびvとwもそれぞれ線形独

立している．幾何的には，u，vは相異なる方向に向くベクトルであり，その線形結合

で１つの平面を構成できる．wがこの平面に位置しているから，u，vと線形従属であ

る．また，uとwの線形結合もしくはvとwの線形結合も同じ平面を形成する． 2

A.3.2 次元と基底

さて，Fnに含まれる線形独立なベクトルの数は最大でいくつになるか．この質問

に答える前に，まず次の例を見てみよう．ここで，eiで i番目の要素だけが1でほかは

すべて0のベクトルを表す．

例A.2 ３次元のユークリッド空間R3の場合，任意のベクトルuは

u =

 x

y

z

 = x

 1

0

0

 + y

 0

1

0

 + z

 0

0

1

 = xe1 + ye2 + ze3 (A.20)

と表せる．すると，uは (e1, e2, e3)の線形結合で表せることになる．また，(e1, e2, e3)

は明らかに線形独立である．したがって，R3の線形独立ベクトルの個数は最大で３

であり，要素の数に等しい．

なお，ベクトル (e1, e2, e3)はそれぞれx軸，y軸とz軸に沿う単位ベクトルである

ので，R3の自然基底とも呼ばれる． 2

この例から分かるように，Fnの任意のベクトルは必ずn本のベクトル

e1, · · · , ei, · · · , en
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の線形結合となる．これよりn次元線形ベクトル空間に含まれる線形独立ベクトルの

数はn以下であることがいえる．さらに，上述のベクトルはもちろん線形独立である

ので，線形独立なベクトルの数がnとなる．以上をまとめると，次の定理を得る．

定理A.1 線形ベクトル空間Fnの次元とその線形独立なベクトルの最大

本数は等しい．

次に，Fnのベクトル集合{u1, u2, . . . , uk}の線形結合で作られる集合をこれらのベ
クトルで張られる空間といい，

span{u1, u2, . . . , uk} := {x = α1u1 + . . . + αkuk : αi ∈ F} (A.21)

で表す．また，ベクトル集合{u1, u2, . . . , un} ⊂ Fnが線形独立であるとき，Fnの基

底 (basis)という．Fnがその基底で張られる空間に等しいことを次の定理に示す．

定理A.2 {u1, u2, . . . , un} ⊂ FnをFnの任意の基底とする．このとき，

Fn = span{u1, u2, . . . , un}が成り立つ．

証明 x ∈ span{u1, u2, . . . , un}ならばx ∈ Fnとなるので，span{u1, u2, . . . , un}
⊂ Fnは明らかに成り立つ．次に，[u1 u2 . . . un] = Uとおくと，正方行列となる．線

形独立の仮定から

0 = [u1 u2 . . . un]c = Uc, c ∈ Fn

が零解 c = 0しかもたない．すると，行列Uは正則でなければならず逆行列をもつ (A.5.3

節参照)．ゆえに，任意のx ∈ Fnに対しα = U−1xとおけば，x = Uα =
∑

αiui

(αi ∈ Fはαの要素である)となり，Fn ⊂ span{u1, u2, . . . , un}が成立する．以上で
証明が完了する． ■

この定理より，任意のベクトルx ∈ Fnは必ず基底{u1, . . . , un}とスカラαi(i =

1, . . . , n)によって

x = α1u1 + · · · + αnun (A.22)

のように表せる．αi(i = 1, . . . , n)は基底{u1, . . . , un}上におけるベクトルxの座標

(coordinate)という．

A.3.3 部 分 空 間

ベクトルx1, x2, . . . , xk ∈ Fnの線形結合全体

span{x1, x2, . . . , xk} := {x = α1x1 + . . . + αkxk : αi ∈ F} (A.23)

をx1, x2, . . . , xkで張られる部分空間 (subspace)と呼ぶ．部分空間S := span{x1, x2,

. . . , xk}について，u, v ∈ Sならば，必ずαi, βi ∈ F(i = 1, . . . , k)が存在して

u = α1x1 + . . . + αkxk, v = β1x1 + . . . + βkxk (A.24)

と書ける．すると，任意のa, b ∈ Fに対して

au + bv = (aα1 + bβ1)x1 + . . . + (aαk + bβk)xk (A.25)
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が成立し，しかもaαi + bβi ∈ Fなので，au + bv ∈ Sとなる．すなわち，部分空間

Sが線形空間の性質を満たす．したがって，部分空間自身も線形空間となっている．

さらに，Fnの部分空間S = span{x1, x2, . . . , xk}において，{x1, x2, . . . , xk}の中
の線形独立なベクトルの集合はSの基底†(basis)という．Sの基底に含まれるベクト

ルの数は部分空間Sの次元 (dimension) といい，dim(S)で表す．いい換えると，部

分空間Sの次元はSに含まれる線形独立なベクトルの数に等しい．

例A.3 例A.1では，ベクトルu = [1 0 2]T，v = [0 2 1]T が線形独立しているか

ら，R3の2次元部分空間を張る．一方，ベクトルw = [2 2 5]T がu，vに線形従属し

ているため，span{u v w} = span{u v}となる． 2

A.4 ベクトルのノルムと内積

本節では，ベクトルの大きさやベクトル間の方向関係について考える．

A.4.1 ベクトルのノルム

３次元ユークリッド空間上の点P (x, y, z)と原点の間の距離は

d(
−→
OP ) =

√
x2 + y2 + z2 (A.26)

で与えられている．これはベクトルu = [x y z]T の大きさを表す．一般にベクトルの

大きさをノルム (norm)といい，‖ · ‖で表す．したがって，d(
−→
OP ) = ‖u‖とも書ける．

このノルムはベクトルを正数に写像する関数として捉えることができる．この関数の

性質を調べていくと，以下の条件をすべて満たすことが分かる (練習問題A.4)．

(1) ‖u‖ >= 0

(2) ‖u‖ = 0とu ≡ 0は等価である

(3) 任意のスカラα ∈ Rに対し，‖αu‖ = |α|‖u‖

(4) ‖u + v‖ <= ‖u‖ + ‖v‖(三角不等式)

これらユークリッド距離の性質は任意のベクトルや関数のノルムを考える出発点に

なる．以降，任意のベクトル空間/関数空間上で定義される実スカラ関数で，上述の性

質をすべて満たすとき，対応するベクトル空間/関数空間のノルムと呼ぶ．ただし，性

質 (3)については，ベクトル/関数が実数のときスカラα ∈ Rに対して成り立つとし，

複素数のときスカラα ∈ Cに対して成り立つとする．ノルムはユークリッド空間の距

離の概念を一般化したもので，ゆえにユークリッド距離のイメージで考えることがで

きる．

ベクトルu = [u1 · · · un]T ∈ Cnについて，よく利用するノルムを以下に示して

おく．

‖u‖1 :=

n∑
i=1

|ui| 1ノルム (A.27)

† 基底に含まれるベクトルが必ず線形独立であることに注意されたい．一方，

span{x1, . . . , xk}を張る{x1, . . . , xk}に線形従属のものがあってもよい．
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‖u‖2 :=
√

u∗u =

√√√√ n∑
i=1

|ui|2 2ノルム (A.28)

‖u‖∞ := max
1<=i<=n

|ui| ∞ノルム (A.29)

例A.4 f(u) =

n∑
i=1

|ui|がノルム条件を満たすことを示そう．

まず，f(u) >= 0は明らかである．そして，

f(u) = 0 ⇔ |ui| = 0 ∀i ⇔ ui = 0 ∀i ⇔ u = 0

が成り立つ．さらに，

f(αu) =

n∑
i=1

|αui| = |α|
n∑

i=1

|ui| = |α|f(u)

および

f(u + v) =

n∑
i=1

|ui + vi| <=

n∑
i=1

(|ui| + |vi|) = f(u) + f(v)

も成立する (|ui + vi| <= |ui| + |vi|より)．よって，f(u)がノルムである． 2

なお，関数のノルムについては4.5節で紹介される．

A.4.2 ベクトルの内積

２次元ユークリッド空間R2では，ベクトル間の角度は幾何学的に二つのベクトルが

なす角度 (図A.2)として考えられている．図A.2の二つのベクトルをui = [xi yi]
T (i =

1, 2)とする．この角度は余弦定理

‖u1 − u2‖2
2 = ‖u1‖2

2 + ‖u2‖2
2 − 2‖u1‖2‖u2‖2 cos θ (A.30)

で計算できる．２ノルムの定義に従ってこの式の左辺を展開し整理すると，

cos θ =
x1x2 + y1y2

‖u1‖2‖u2‖2
=

uT
1 u2

‖u1‖2‖u2‖2
(A.31)

が得られる．uT
1 u2はベクトルをスカラへ写像する関数であり，内積 (inner product)

と呼ばれる．それを

〈u1, u2〉 := uT
1 u2 (A.32)

で表記する．すると，

cos θ =
〈u1, u2〉

‖u1‖2‖u2‖2
, θ ∈ [0, π] (A.33)

が成り立ち，内積と角度は一対一の関係にある．もっと次元の高いベクトル空間や関

数空間では，角度は書けないので，内積でベクトル間の角度という概念を定義する必

要がある．

この例を一般化して，任意のu, v ∈ Rnの内積は

〈u, v〉 := uT v (A.34)

と定義される．そして，任意のu, v ∈ Cnの内積は

〈u, v〉 := u∗v (A.35)

と定義される．さらに，二つのベクトルu, vの間の角度は式
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O
x

y

u1u2

θ

図A.2 内積と角度

cos θ =
〈u, v〉

‖u‖2‖v‖2
, θ ∈ [0, π] (A.36)

で定義される．

上述の内積の定義により，〈u, v〉 = 0のとき，u, v間の角度は90◦となるから，u, v

が直交 (orthogonal)するといい，u ⊥ vと書く．

例A.5 ベクトル

u =

[
1

1

]
, v =

[
−1

1

]
, w =

[
1

0

]
の間の角度を計算すると，u, v間の角度φとu, w間の角度θはそれぞれ

cos φ =
uT v

‖u‖2‖v‖2
= 0 ⇒ φ = 90◦

cos θ =
uT w

‖u‖2‖w‖2
=

1√
2

⇒ θ = 45◦

となる．これが正しいことは図を書いてみれば分かる． 2

上で定義したベクトル空間Fnの内積は以下の性質をすべて有している．

(1) 任意のスカラα，β ∈ Fに対して，〈x, αy + βz〉 = α〈x, y〉 + β〈x, z〉

(2) 〈x, y〉 = 〈y, x〉

(3) 〈x, x〉 >= 0かつ 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0√
〈u, u〉はノルム条件をすべて満たす．これを内積から誘導されたノルム (induced

norm)という．実際，
√

〈u, u〉 = ‖u‖2である．

内積および内積から誘導されたノルムは，以下の性質をもつ．

定理A.3 任意のu, v ∈ Fnに対して，以下の結果が成り立つ．

(1) |〈u, v〉| <= ‖u‖2‖v‖2(Cauchy-Schwarz の不等式)．等式が成り立つの

は，u = αv(αは定数)かu = 0，あるいはv = 0のときに限る．

(2) ‖u + v‖2
2 + ‖u − v‖2

2 = 2‖u‖2
2 + 2‖v‖2

2(平行四辺形法則)

(3) u ⊥ vならば，‖u + v‖2
2 = ‖u‖2

2 + ‖v‖2
2(Pythagorasの定理)

証明 まず，任意のα ∈ Fについて，

〈αu + v, w〉 = 〈w, αu + v〉 = α〈w, u〉 + 〈w, v〉 = α〈u, w〉 + 〈v, w〉
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が成り立つ．すると上式および内積の性質 (1)，(2)より

0 <= 〈αu + v, αu + v〉 = α〈αu + v, u〉 + 〈αu + v, v〉

= αα〈u, u〉 + α〈v, u〉 + α〈u, v〉 + 〈v, v〉

= |α|2‖u‖2
2 + 2Re(α〈u, v〉) + ‖v‖2

2 (A.37)

が成り立つ．本展開式にα = t〈u, v〉 (t ∈ R)を代入すると，すべての tに対して

‖u‖2
2|〈u, v〉|2t2 + 2|〈u, v〉|2t + ‖v‖2

2
>= 0 (A.38)

が成立するので，

‖v‖2
2 −

4|〈u, v〉|4

4‖u‖2
2|〈u, v〉|2

>= 0 ⇒ |〈u, v〉| <= ‖u‖2‖v‖2 (A.39)

を得る†．命題 (2)は 〈αu + v, αu + v〉の展開式 (A.37)にα = 1とα = −1をそれぞれ

代入して得られた二つの式を足すことによって得られる．命題 (3)はやはりα = 1と

〈u, v〉 = 0をこの展開式に代入することによって得られる． ■

A.5 行列と線形写像

A.5.1 像と零空間

行列A ∈ Fm×nにベクトルx ∈ Fnをかけると，新しいベクトル

y = Ax ∈ Fm (A.40)

が得られる．すなわち，行列Aは線形空間Fnから線形空間Fmへの写像

A : Fn 7−→ Fm (A.41)

と考えることができる††．この写像は明らかに線形性質

A(ax + by) = a(Ax) + b(Ay), a, b ∈ F (A.42)

を満たすので，線形写像 (linear mapping)という．

線形写像Aの像 (image, range)は

ImA := {y ∈ Fm : y = Ax, x ∈ Fn} (A.43)

で記述され，Fm上の部分空間である．また，定義域Fnにおいてx 6= 0であるが，そ

の像がAx = 0となるようなベクトルが考えられる．その集合はAの零空間 (kernel,

null space)と呼ばれ，

KerA := {x ∈ Fn : Ax = 0} (A.44)

で定義される．KerAが写像の定義域Fnの部分空間であることが容易に分かる (練習

問題A.3)．これら部分空間の関係は図A.3に示される．

例A.6 行列

† a > 0とする．任意の実数 tに対して２次多項式がat2 +bt+c = a(t+b/2a)2 +

(c − b2/4a) >= 0を満たすとき，その第一項は t = −b/2aで零になるので，

c − b2/4a >= 0でなければならない．
†† 実は，行列Aがこの線形写像の行列表現となっている．
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KerA

ImA

O

A

AFn Fm

図A.3 像と零空間

A =

[
1 1 0

0 0 1

]
の場合，x = [x1 x2 x3]

T を写像すると，像yは

y = Ax =

[
x1 + x2

x3

]
= (x1 + x2)

[
1

0

]
+ x3

[
0

1

]
であるので，像空間は

ImA = span

{[
1

0

]
,

[
0

1

]}
= R2 (A.45)

となる．そして，

Ax = 0 ⇒ x2 = −x1, x3 = 0 ⇒ x = x1[1 − 1 0]T

より零空間は次のようになる．

KerA = span
{
[1 − 1 0]T

}
(A.46)

2

補題A.1 ai(i = 1, 2, . . . , n)を行列A ∈ Fm×nの列ベクトルとすると,

ImA = span{a1, a2, . . . , an}

が成り立つ．さらに，

dim(ImA) = Aの線形独立な列の最大本数

= Aの線形独立な行の最大本数

証明 任意のx = [x1 x2 · · · xn]T ∈ Fnに対して，Ax = x1a1 + · · · + xnan ∈
span{a1, a2, . . . , an}より包含関係 ImA ⊆ span{a1, a2, . . . , an}が成り立つ．逆に，
y ∈ span{a1, a2, . . . , an}はある係数ベクトルx = [x1 x2 · · · xn]T ∈ Fnを用いて

y = x1a1 + · · · + xnan = Axと表現できるので，span{a1, a2, . . . , an} ⊆ ImAも成

立する．よって，両者が等しい．

また，span{a1, a2, . . . , an}は{a1, a2, . . . , an}の中の線形独立なベクトルで張られ
る部分空間と同じなので，dim(ImA)がAの線形独立な列ベクトルの最大本数に等し

い．さらに，Aの線形独立な列ベクトルの最大本数と線形独立な行ベクトルの最大本
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数が等しいので，dim(ImA)がAの線形独立な行ベクトルの最大本数にも等しい．■

明らかに，像 ImAの次元は定義域Fnの次元よりは小さい．すなわち，

dim(ImA) <= n = dim(定義域) = Aの列数 (A.47)

である．

A.5.2 行列のランク

行列Aのランク (rank)は

rank(A) = dim(ImA) (A.48)

と定義される．よって

rank(A) = Aの線形独立な列ベクトルの最大本数 (A.49)

= Aの線形独立な行ベクトルの最大本数 (A.50)

が成り立つ．例えば，例A.6では rank(A) = 2である．

行列A ∈ Fm×nが，m <= n(横長)かつ rank(A) = mのとき, 行フルランク (full

row rank)であるという．同様に, n <= m(縦長)かつ rank(A) = nのとき, 列フルラン

ク (full column rank)であるという．フルランクの正方行列は正則行列 (nonsingular

matrix)という．

行列積のランクについては，次の補題が知られている．その証明を理解する一助と

して写像の図を描いてみることを勧める．

補題A.2

(1) A ∈ Fm×nで，TとPが適当な次元をもつ正則行列であるとき，rank(A) =

rank(AT ) = rank(PA)が成立する．

(2) (Sylvester の不等式)A ∈ Fm×n，B ∈ Fn×kとするとき,

rank (A) + rank(B) − n <= rank(AB) <= min{rank (A), rank(B)}

が成立する．

証明 (1)：まずAとPAは次元が同じである．Aの i列目をaiとすると，PAの i列

目はPaiとなる．
∑

ciPai = 0 ⇔
∑

ciai = 0(ci ∈ F)なので，Aの線形従属な列の

数はPAと同じである．よって，両者は同数の線形独立な列ベクトルをもつ．すなわ

ち，両者のランクが等しい．同様に，AとATの線形独立な行の数は同じであり，よっ

て rank(A) = rank(AT )も成り立つ．

(2)：まずB : Fk 7→ Fn，A : Fn 7→ Fmであり，ImB ⊂ Fn，ImA ⊂ Fmに注意

する．そして，FnはFn = ImB + (ImB)⊥のように直交分解できる†．いま，Aの

† (ImB)⊥は ImBの直交補空間と呼ばれ，そのベクトルは ImBのすべてのベク

トルと直交する．
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定義域を ImBに限定した写像A|ImBをSと書き，その像の次元を rSとする．する

と，ImAB = ImSが成り立ち，rank(AB) = rSとなる．そして，rank(A) = rA =

dim(ImA)，rank(B) = rB = dim(ImB)とおく．空間の関係 ImAB = AImB ⊂
ImA，ImA = AFn = AImB + A(ImB)⊥が成り立つ．すると，rS <= dim(ImA) =

rAが成り立つ．また，像の次元が定義域の次元よりも小さいこと (式 (A.47)参照)に

よれば，rS = dim(AImB) <= rBがいえる．さらに，dim(ImB)⊥ = n − rBより

dimA(ImB)⊥ <= n− rB，並びに rA = dim(AImB) + dimA(ImB)⊥ <= rS + n− rB

から，rS >= rA + rB − nを得る． ■

さらに，行列の像，零空間と行列式の間に以下の関係が成立する．

定理A.4 正方行列A ∈ Fn×nに対して，以下の命題が等価である．

(1) KerA 6= {0}

(2) ImA 6= Fn

(3) det(A) = 0

証明 (1)⇔(2)：Ax = 0を満たすx 6= 0が存在することとAに線形従属な列が存在

することが等価である．このことはまた dim(ImA) < nと等価である．よって，(1)

と (2)は等価である．

(2)⇔(3)：まず，(2)とAに線形従属な列が存在することは等価である．次に，列の

入れ替えとある列の係数倍を別の列に加えるという二つの基本列操作で常にAを下三

角行列AT (Tは基本列操作の行列表現で det(T ) 6= 0を満たす)に変換でき，しかも

det(AT ) = det(A)det(T )が成り立つ．すると，(2)が成り立てば下三角行列ATに必

ず零の列が現れ，よってdet(AT ) = 0 ⇒ det(A) = 0となる．逆に，(3)が成り立つ

ときdet(AT ) = 0となるが，これは下三角行列ATに零の列があることを意味する．

補題A.2より基本列操作は行列のランク (線形独立な列ベクトルの最大本数)を変えな

いので，Aにも線形従属な列が存在することになる．したがって，(2)も成立する．■

本補題の証明から分かるように，det(A) = 0とAに線形従属な列/行が存在すること

は等価である．

例A.7 行列

A =

 1 0 2

1 0 2

0 1 1

 := [a1 a2 a3]

の場合，a3 = 2a1 + a2なので

ImA = span{a1, a2} 6= R3, det(A) = 0

KerA = span{[2 1 − 1]T } 6= {0}

となることが容易に確認できる． 2

A.5.3 線形代数方程式



A.5 行列と線形写像 221

線形代数方程式

Ax = b (A.51)

について考える．ここで，A ∈ Fn×mと b ∈ Fnは与えられた行列，x ∈ Fmは変数ベ

クトルである．この方程式の左辺はベクトルxの要素による行列Aの列の線形結合と

して捉えることができる．したがって，上式が解をもつとき，ベクトル bは行列Aの

列による線形結合で表せることになる．

次の結果はよく知られている．

定理A.5 線形方程式 (A.51)について，以下の四つの命題が等価である．

(1) 解x ∈ Fmが存在する．

(2) b ∈ ImA

(3) rank
[

A b
]

=rank(A)

(4) Ker(A∗) ⊂Ker(b∗)

さらに, 解が存在するとき,

(5) １つの解x0が得られたとき，すべての解は次式で与えられる．

x0 + KerA = {x0 + y : y ∈ KerA} (A.52)

(6) 解が一意であるための必要十分条件はAが列フルランクをもつことで

ある．

証明 (1) ⇔ (2)：(1)が成り立てば，ImAの定義より b = Ax ∈ ImAとなる．逆に

(2)が成立するとき，bはあるx ∈ Fmによって b = Axと書ける．つまり，解xが存

在する．

(2) ⇔ (3)：(2)と (3)が共に行列 [A b]，行列Aが同じ数の線形独立な列をもつこと

と等価であるから，その等価性は明らかである．

(3) ⇔ (4)：まずT ∗y = 0 ⇔ y∗T = 0に注意すれば，(4)は

y∗A = 0 ならば y∗[A b] = 0 (A.53)

と等価であることが分かる．このことはまたAの線形従属の行の数が [A b]より少な

いことと等価である．行列ランクと線形独立な行の最大本数の関係を考えれば，これ

は rank(A) >= rank[A b]と等価である．さらに，[A b]の列数がAより多いことから，

rank(A) <= rank[A b]が成り立つ．ゆえに，(3)と (4)は等価である．

さらにx0を１つの解とするとき，Ay = 0ならばA(x0 + y) = bが成り立つので，

x0 + yも解となる．逆にAx = bならばA(x − x0) = 0，つまりy = x − x0 ∈ KerA

となる．よって，(5)がいえる．最後に，Aが列フルランクであることと KerA = {0}
が等価なので，(6)は明らかである． ■
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例A.8 次の行列とベクトル

A =

 1 0 2

1 0 2

0 1 1

 , b1 =

 0

1

0

 , b2 =

 1

1

2


が与えられたとする．Ax = b1を展開すると

x1 + 2x3 = 0, x1 + 2x3 = 1, x2 + x3 = 0

となる．最初の二つの式は矛盾しているから，解が存在しない．これは b1 /∈ ImAと

対応する．一方，b2 ∈ ImAについてAx = b2を展開すると
x1 + 2x3 = 1

x1 + 2x3 = 1

x2 + x3 = 2

⇒

 x1

x2

x3

 =

 1 − 2x3

2 − x3

x3

 , x3 は任意 (A.54)

が得られる．また，x0 = [−1 1 1]T はAx = b2の1つの解であり，KerA = span{[2 1 −
1]T }であるので，定理A.5によれば，一般解は

x = x0 + y =

 −1

1

1

 + α

 2

1

−1

 =

 −1 + 2α

1 + α

1 − α

 (A.55)

で与えられる．これは前記の解にx3 = 1 − αとおいたときの解に一致する． 2

A.6 固有値と固有ベクトル

正方行列A ∈ Cn×n，スカラλ ∈ C，ベクトルu ∈ Cnが関係式

Au = λu, u 6= 0 (A.56)

を満たすとき，λをAの固有値 (eigenvalue)，uをAの固有ベクトル (eigenvector)と

いう．ただし，たとえ行列Aが実行列であっても，その固有値と固有ベクトルは一般

に実数になるとは限らない．また，uの係数倍αu(α 6= 0 ∈ C)も固有ベクトルとなる

ことは自明である．等価的な定義式は次のようになる．

(A − λI)u = 0, u 6= 0 (A.57)

また，定理A.4より (A.57)式が成り立つとき

det(λI − A) = 0 (A.58)

も成立する．よって，固有値は行列式det(λI−A)の根となる．この行列式det(λI−A)

はAの特性多項式 (characteristic polynomial)と呼ばれ，特性多項式の根は特性根と

呼ばれる．det(λI −A)がn次の多項式であり，n個の特性根をもつ．すると，n次元

の行列は必ずn個の固有値をもつことになる．

【例題A.1】 次の実行列の固有値と固有ベクトルを求めよ．

A =

[
0 1

8 2

]

解答 特性多項式は

det(λI − A) = (λ − 4)(λ + 2)
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である．これより，固有値はλ = −2, 4となることが分かる．また，固有ベクトルは

以下のように求めることができる．

λ1 = −2に対応する固有ベクトルをu = [α β]T とおく．このベクトルは式

(A − λ1I)u = 0

を満たす．この連立方程式を解くと，β = −2αとなることが分かる．よって，α = 1/2

と選ぶと固有ベクトルの一つu = [1/2 − 1]T を得る．

同様に，λ2 = 4に対応する固有ベクトルをv = [γ δ]T とおいて，連立方程式 (A −
λ2I)v = 0を解くと，固有ベクトルの一つであるv = [1/4 1]T が求まる．この例題に

おける固有ベクトルは図A.4に示されている． ♦

u

v

Au

Av

O

図A.4 固有値と固有ベクトル

Aを線形写像として考えるとき，固有ベクトルは写像Aの定義域にある特別なベク

トルで，Aで写像しても同じ直線上に位置し，長さだけが |λ|倍伸びる．したがって，
Aの固有値の絶対値は対応する固有ベクトルを増幅する倍数として理解することがで

きる．固有値が実数である場合，その符号は像ベクトルと固有ベクトルの方向関係を

示す．図A.4は前記例題の固有ベクトルとそのAによる写像を示している．

この例では，固有値が実数でその固有ベクトルも要素がすべて実数の実ベクトルと

なっている．任意の実行列A ∈ Rn×nに対して，固有値が実数であればその固有ベク

トルも実ベクトルとなる．なぜなら，λが実数の場合，行列 (A− λI)も実行列である

ため，その零空間Ker(A − λI)がRnの部分空間となる．よって，固有ベクトルはこ

の零空間に含まれるので，実ベクトルとすることができる．

一方，A ∈ Rn×nの複素固有値に対応する固有ベクトルは必ず複素ベクトルとなら

なければいけない．なぜなら，λが複素なので，もし固有ベクトルuが実ベクトルで

あったら，Au = λuの左辺は実ベクトルで，右辺は複素ベクトルであるため，矛盾が

生じる．

行列Aの固有値集合をそのスペクトル (spectrum) と呼び，σ(A)で表す†．すなわ

ち，λiを特性根とすれば

σ(A) := {λ1, λ2, . . . , λn} (A.59)

である．また，行列Aの固有値がすべて実数である場合，λmax(A)でAの最大固有値，

λmin(A)で最小固有値を表すことにする．

† 後に定義される特異値と間違わないように．
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正方行列Aを正則行列T でA = T−1AT にする変換を相似変換 (similarity trans-

formation)と呼ぶことにする．固有値と固有ベクトルについては，以下の基本的な性

質がある．

定理A.6 正方行列A ∈ Fn×nに対して，以下が成り立つ．

(1) T ∈ Fn×nを正則行列とするとき，λ(T−1AT ) = λ(A)が成り立つ．

(2) λ(AT ) = λ(A)

(3) 相異なる固有値λ1, . . . , λkに関する固有ベクトルu1, . . . , ukが線形独

立である．

(4) 固有値がすべて異なれば，Aを対角行列に相似変換することができる．

証明 (1) T−1AT − λI = T−1(A − λI)Tよりdet(T−1AT − λI) = det(T−1)

det(A − λI)det(T ) = det(A − λI)が成立するから，(1)がいえる．

(2) det(AT − λI) = det((A − λI)T ) = det(A − λI)より．

(3) スカラa1, . . . , akについて

a1u1 + a2u2 + · · · + akuk = 0 (A.60)

が成り立つとする．行列 (A− λ1I) · · · (A− λi−1I)(A− λi+1I) · · · (A− λkI)を左か

ら上式にかけると，ai(λi − λ1) · · · (λi − λi−1)(λi − λi+1) · · · (λi − λk)ui = 0を得

る．ui 6= 0で固有値が相異なるため，ai = 0となる．iが任意なので，u1, . . . , ukは

線形独立となる．

(4) すべての固有値に対して，固有値定義式の両辺を横に並べれば

A[u1 u2 · · · un] = [u1 u2 · · · un]diag (λ1 λ2 · · · λn) (A.61)

が得られる．固有ベクトルの線形独立性よりT = [u1 u2 · · · un]が正則となり，逆行

列をもつ．よって，相似変換T−1ATでAを対角化できる． ■

複素行列であっても２番目の性質はλ(A∗) = λ(A)とならないことに注意されたい．

重複固有値をもつ行列がJordan標準形 (Jordan canonical form)に相似変換でき

ることは知られている．証明は煩雑になるので，ほかの成書 (例えば，文献 1))を参照

されたい．

定理A.7 任意の複素行列A ∈ Cn×nに対し, ある正則行列T が存在して

AをJordan標準形

T−1AT = J (A.62)

に相似変換できる．ただし,

J = diag(J1, J2, . . . , Jl), Ji = diag(Ji1, Ji2, . . . , Jimi) (A.63)
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Jij =


λi 1

. . . . . .

λi 1

λi

 ∈ Cnij×nij (A.64)

である．また，
∑l

i=1

∑mi

j=1 nij = nで，{λi : i = 1, . . . , l}はAの相異な

る固有値である．固有値λiに関するブロック数miはその幾何学的重複度

(geometric multiplicity)といい，λiの全個数
∑mi

j=1 nijはその代数的重複

度 (algebraic multiplicity)という．

変換行列TをJの分割に合わせて

T =
[

T1 T2 . . . Tl

]
Ti =

[
Ti1 Ti2 . . . Timi

]
, Tij =

[
tij1 tij2 . . . tijnij

]
のように分割すると，tij1はAの固有ベクトルとなり,

Atij1 = λitij1 (A.65)

を満たす．そして tijk 6= 0(k >= 2) は次の線形方程式

(A − λiI)tijk = tij(k−1) (A.66)

の解であり，Aの一般化固有ベクトル (generalized eigenvector)と呼ばれる．

【例題A.2】 行列

A =


2 1 0 1

0 −1 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 −2


をJordan標準形に変換せよ．

解答 Aの特性多項式はdet(λI −A) = (λ− 2)(λ + 1)3であるから，その固有値は

単根λ1 = 2と３重根λ2 = λ3 = λ4 = −1となる．固有値λiに対応する固有ベクトル

をuiで表す．u1 = [x1 x2 x3 x4]
T と置くと，

(A − 2I)u1 =


x2 + x4

−3x2

x4 − 2x3

−(x2 + 4x4)

 = 0 ⇒ x2 = x3 = x4 = 0, x1は任意

を得る．そこで，x1 = 1とすればu1 = [1 0 0 0]T となる．一方，

A + I =


3 1 0 1

0 0 0 0

0 0 1 1

0 0 −1 −1

 ⇒ Im(A + I) = span




1

0

0

0

 ,


0

0

1

−1




であり，固有値−1に対応する固有ベクトルをu = [x1 x2 x3 x4]
T とすると
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(A + I)u =


3x1 + x2 + x4

0

x3 + x4

−(x3 + x4)

 = 0 ⇒ x3 = −x4, 3x1 = −x2 − x4

が得られる．x4 = 1とし，x2をそれぞれ0, −1とすると，独立した２本の固有ベク

トル

u2 = [0 − 1 − 1 1]T , u3 = [−1/3 0 − 1 1]T

を得る．最後に，固有値−1の一般化固有ベクトルを求めるにあたり，固有ベクトル

が Im(A+ I)に属するときに限り一般化固有ベクトルが存在すること (式 (A.66)より)

に注意する．すると，u3だけが対応する一般化固有ベクトルを有することが分かる．

そこで，この一般化固有ベクトルをu4 = [x1 x2 x3 x4]
T とおき，(A + I)u4 = u3

を展開するとx3 + x4 = −1, 3x1 + x2 + x4 = −1/3となる．その解の一つは

u4 = [0 1/3 − 1 0]T

である．行列T = [u1 u2 u3 u4]を使ってAを相似変換すると，Jordan標準形

T−1AT =


2

−1

−1 1

−1

 (A.67)

を得る．重複固有値−1の幾何学的重複度は2，代数的重複度は3である． ♦

A.6.1 Cayley-Hamiltonの定理

次のCayley-Hamilton定理は線形システムの構造を解析するときにきわめて重要な

ものである．

定理A.8 (Cayley-Hamilton) A ∈ Cn×nとし,

det(λI − A) = λn + a1λ
n−1 + · · · + an (A.68)

とおく．このとき, 次式が成り立つ．

An + a1A
n−1 + · · · + anI = 0 (A.69)

A.7 不変部分空間

A : Cn 7−→ Cnを線形変換と考える．このとき，Cnの部分空間Sに含まれる任意

のベクトルをAで写像すると再びSに戻る，すなわち

Ax ∈ S, ∀x ∈ S (A.70)

ならば，Sを写像Aの不変部分空間という．あるいは，単にSがA不変 (A-invariant)

であるという．このことをAS ⊂ Sと書く場合がある．線形写像に関する不変部分空

間の概念は，システム理論において構造解析を行うときに重要な役割を果たす．
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不変部分空間の例を挙げよう．例えば，λをAの固有値，xを対応する固有ベクト

ルとすると，Ax = λxが成り立つが，これは固有ベクトルで張られる１次元の部分空

間 span{x}がA不変であることを意味する．

【例題A.3】 {0}，Cn，KerA，ImAがすべてA不変部分空間であることを示せ．

解答 A{0} ⊂ {0}，ACn ⊂ Cnは明らかである．任意のx ∈ KerAに対してAx = 0

であり，0 ∈ KerAよりKerAはA不変である．また，本節で扱う行列Aが正方なの

で，ImA ⊂ Cn，つまりその値域が定義域に含まれている．よって，ImAをAでもう

一回写像してもやはり ImAに含まれる． ♦

一般に，Aの固有値λ1, . . . , λk(相異なる必要はない)に対応するすべての固有ベク

トル，あるいはすべての固有ベクトルとすべての一般化固有ベクトルを基底とする部

分空間はA不変である．次の例を見よう．

例A.9 次のJordan標準形

A
[

x1 x2 x3

]
=

[
x1 x2 x3

] λ1 1

λ1

λ2


をもつ行列A ∈ C3×3について，以下の部分空間を考える．

S1 = span{x1}, S12 = span{x1, x2}
S2 = span{x2}
S3 = span{x3}, S13 = span{x1, x3}

x1, x3がAの固有ベクトルであるので，S1とS3が不変部分空間であることは前に示し

た通りである．S12に関しては，x ∈ S12ならばx = ax1+bx2 ⇒ Ax = aAx1+bAx2 =

aλ1x1 + b(x1 + λ1x2) = (aλ1 + b)x1 + (bλ1)x2 ∈ S12となる．よって，S12もA不

変である．同様に，S13もA不変である．しかし，S2 = span{x2}は不変部分空間で
はない．なぜなら，Ax2 = λ1x2 + x1であるが，x2と線形独立なx1がS2に含まれて

いないためAx2 /∈ S2となる． 2

次の定理はA不変部分空間の基底を用いて行列Aをブロック三角行列に相似変換で

きることを示すものである．

定理A.9 S ⊂ CnをA不変部分空間とし，その基底を{t1, . . . , tk} (k <

n)とする．このとき，

(1) ある行列A11 ∈ Ck×kについて次式が成り立つ．

AT1 = T1A11, T1 = [t1 · · · tk]

(2) 行列

T = [t1 · · · tk | tk+1 · · · tn] = [T1 T2]

を正則にするベクトル tk+1, · · · , tn ∈ Cnが存在し，
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AT = T

 A11 A12

0 A22


を満たす．ただし，A21, A22は適当な次元をもつ行列である．

証明 (1) Ati ∈ S (1 <= i <= k)なので，∃ αji ∈ C (1 <= j <= k)

Ati =

k∑
j=1

αjitj = T1


α1i

...

αki


と書ける．命題 (1)は上式をすべての iについて横に並べたものである．ただし，A11 =

(αji)である．

(2) ベクトル集合{tk+1, · · · , tn}の存在は自明である．T−1AT2 =
[

A12
A22

]
とおき，

AT1 = T1A11を使えば結果を得る． ■

A.7.1 写像の不変部分空間への制限

写像Aをその不変部分空間Sに制限して考えてみよう．これをA|Sで表す．上述の
定理によれば，Sの基底で作った行列Tに対して必ず

AT = TA (A.71)

を満たす正方行列Aが存在する．Aは部分空間に制限された写像A|Sの行列表現を表
す． 明らかに，σ(A)の要素は行列Aの固有値でもあり，これを写像Aを部分空間S

に制限したときの固有値といい，

σ(A|S) = σ(A) (A.72)

で表す．

A.7.2 Rn上の不変部分空間

前にも述べたように，たとえ実行列であっても，その固有値および対応する固有

ベクトルが複素数になることがある．そのとき，複素固有ベクトルを基底とする部

分空間はおのずと複素部分空間になる．これはいままでCn上の不変部分空間を議論

してきた理由である．しかし，実行列に対してはRn上の不変部分空間をもつ可能性

もある．例えば，複素の固有値a + jbと固有ベクトルx + jyを有するA ∈ Rn×nの

場合，A(x + jy) = (a + jb)(x + jy)の両辺の実部と虚部を比較することによって

Ax = ax − by, Ay = bx + ayが得られる．すると，式

A[x y] = [x y]

[
a b

−b a

]
が成立する．さらに，固有値が複素数 (b 6= 0)である仮定からx, yは線形独立である
†．したがって，U = [x, y]とおいたとき

† まず，a−jbもAの固有値であり，対応する固有ベクトルはx−jyである．しか

も，x+jyとは線形独立である (固有値が異なるため)．x, yが線形独立でなけれ

ば，非零のスカラ c ∈ Rがあり，y = cxが成り立つ．すると，x+jy = (1+jc)x
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AU = UΛ, Λ :=

[
a b

−b a

]
(A.73)

が成り立ち，ImU ⊂ RnはAの実不変部分空間となる．この背景には実行列が複素

固有値をもつと，必ずその共役も固有値としてもつことがある．実際，Λの固有値は

a ± jbであり，これはAの固有値でもある．

実不変部分空間にはAの複素固有ベクトルを含まないが，それを生成することがで

きる．例えば，上の例ではΛの固有値に対応する固有ベクトルはv1,2 = [1 ± j]T であ

り，Aの固有ベクトルは [x y]v1,2 = x ± jyで生成される．

定理A.10 A ∈ Rn×nに関するn次元の不変部分空間をS = Im T とし，

Sに制限した写像A|Sの行列表現をAとする．S ⊂ Rnとなるための必要

十分条件はAが実行列であることである．

証明 必要性：AT = TAにおいてTが実行列であるので，Aも実行列でなければ

ならない．よって，必要性は明らかである．

十分性：a1 + jb1をAの複素固有値とする．Aが実行列であることよりa1 − jb1も

Aの固有値となる．すると，上の議論より正則変換行列T1 = [U U⊥] ∈ Rn×nにつ

いて

AT1 = T1

[
Λ1 ∗
0 A1

]
, Λ1 =

[
a1 b1

−b1 a1

]
が成り立ち，A1 ∈ R(n−2)×(n−2)である．また，Aの残りの固有値はA1の固有値に

含まれる．実数固有値λ2 ∈ σ(A) ∩ σ(A1)に関するA1の固有ベクトルをu ∈ Rn−2

とすると，正則変換行列T22 = [u u⊥]でA1を

A1T22 = T22

[
λ2 ∗
0 A2

]
, A2 ∈ R(n−3)×(n−3)

に変換できる．すると，

AT1T2 = T1T2

 Λ1 ∗ ∗
0 λ2 ∗
0 0 A2

 , T2 =

[
I2 0

0 T22

]
が成り立つ．以下，A2に対して同様な変換を行っていくと，有限回 (例えばk回)の変

換でAの固有値をとり尽くすことができる．このとき，

A

k∏
i=1

Ti =

k∏
i=1

Ti


Λ1 ∗ ∗ ∗ ∗

λ2 ∗ ∗ ∗
. . . ∗ ∗

Λk ∗
Ak


が得られる (k回目で固有値が実数であるとき，Λk ∈ Rと考える)．そこで，

とx − jy = (1 − jc)xは線形従属となり，矛盾する．
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A =


Λ1 ∗ ∗ ∗

λ2 ∗ ∗
. . . ∗

Λk


とおく．その次元はdim(S)と等しく，nである．Tを

∏k

i=1
Tiの最初のn列とすれば，

AT = TAが成り立ち，S = ImT ⊂ RnはAの実不変部分空間となる． ■

また，前記定理の証明から直ちに以下の結果を得る．この系は，正方な実行列を必

ず実変換行列によって実ブロック三角行列に変換できることを示すものである．これ

は定理A.9の複素ブロック三角行列への変換とは異なるものである．

系A.1 A ∈ Rn×nについて，S ⊂ RnをA不変部分空間とし，その基底

を{t1, . . . , tk} (k < n)とする．このとき，

(1) ある行列A11 ∈ Rk×kについて次式が成り立つ．

AT1 = T1A11, T1 = [t1 · · · tk]

(2) 行列

T = [t1 · · · tk | tk+1 · · · tn] = [T1 T2]

を正則にするベクトル tk+1, · · · , tn ∈ Rnが存在し，

AT = T

 A11 A12

0 A22


を満たす．ただし，A21, A22は適当な次元をもつ実行列である．

A.8 ２次形式と正定行列

A.8.1 ２次形式とエネルギー関数

ベクトルx = [x1 x2]
T のスカラ関数ax2

1 + 2bx1x2 + cx2
2は，すべての項が変数

x1, x2の２次関数†となっているため，２次形式 (quadratic form)と呼ばれる．物理系

のエネルギーは物理量 (状態)の２次関数で表される場合が多い．例えば，質量mの運

動エネルギーmv2/2は速度の２次関数である．また，慣性モーメントがJである剛体

の回転運動エネルギーも角速度ωの２次関数Jω2/2で与えられる．システムの安定性

や制御性能はエネルギーと密接に関係しているので，２次形式はシステム解析と設計

によく現れる．これに関しては，8章と3.2.3項のLyapunov安定解析でもう少し詳し

い説明がある．

一般に，n次元の実ベクトルxに関する２次形式は

† 交差項x1x2も２次とみなす．
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V (x) =

n∑
i=1

n∑
j=1

bijxixj

= (b11x
2
1 + b12x1x2 + · · · + b1nx1xn) + · · ·

+(bn1xnx1 + bn2xnx2 + · · · + bnnx2
n), bij ∈ R (A.74)

であるが，xixj = xjxiを使い，

aii = bii, aij = aji =
bij + bji

2
, i 6= j (A.75)

と置き直せば，常に対称なA = (aij)を用いて

V (x) = xT Ax (A.76)

のように表せる．例えば，上の例では

ax2
1 + 2bx1x2 + cx2

2 = [x1 x2]

[
a b

b c

][
x1

x2

]
と書ける．

同様に，複素ベクトルx ∈ Cnに関する２次形式はエルミート行列†A∗ = Aを用

いて

V (x) = x∗Ax (A.77)

で定義される．ここで，エネルギーが実数であることに対応させるために２次形式も

実数に限定して考えている．これは，複素ベクトルの２次形式を上記のように定義し

たわけである (V (x) = V (x)が成り立っている)．

さて，エネルギーが常に正であるので，対応をとるためには２次形式も正値をとら

なければならない．すべての (非零)x ∈ Fnに対して，V (x) = x∗Ax >= 0を満たす２

次形式を半正定関数 (positive semi-definite function)と呼び，V (x) = x∗Ax > 0を

満たす２次形式を正定関数 (positive definite function)と呼ぶ．この定義から分かる

ように，２次形式が正定か否かはベクトルxによらず，係数行列Aのみによって決ま

る．このような性質を有する行列は次節で述べる正定行列/半正定行列となる．

A.8.2 正定行列と半正定行列

エルミート行列A = A∗は, 任意のx 6= 0に対しx∗Ax > 0を満たせば, 正定行

列 (positive definite matrix)といい，A > 0と書く．また，任意のx 6= 0に対し

x∗Ax >= 0を満たせば, 半正定行列 (positive semi-definite matrix)といい，A >= 0と

書く．例えば，B ∈ Fm×nに対して

x∗B∗Bx = ‖Bx‖2
2

>= 0 (A.78)

となるので，B∗B >= 0である．

エルミート行列Aが (半)正定行列となるための条件は次の補題で与えられる．

定理A.11 A ∈ Fn×nをエルミート行列とする．このとき，以下の命題

が成り立つ．

† エルミート行列の固有値がすべて実数であることに注意する (練習問題A.12)．
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(1) A >= 0の必要十分条件はその固有値がすべて非負であることである．

(2) A > 0の必要十分条件はその固有値がすべて正であることである．

(3) A >= 0とするとき，B ∈ Fn×rが存在し，AをA = BB∗のように分

解できる．ただし，r >= rank(A)である．

証明 練習問題A.13によると，エルミート行列Aはユニタリ行列 (unitary matrix)†U ∈
Fn×nによって

A = Udiag(λ1 λ2 · · · λn)U∗ (A.79)

のように分解できる．ただし，λiはAの固有値である．すると，y = U∗xとおけば

x∗Ax = y∗diag(λ1 λ2 · · · λn)y =

n∑
i=1

λi|yi|2 (A.80)

となる．一つでも負の固有値があれば，例えばλi < 0ならば，yi = 1, yj = 0(∀ j 6= i)

についてx∗Ax = λi < 0となる．一方，y 6= 0とx 6= 0は等価である．よって，(1)と

(2)の結論を得る．

さらに，A >= 0のとき，(A.79)の分解式よりそのランクは非零の固有値の数に等し

い．列と行の入れ替えによって (その行列表現がユニタリである)常にAの固有値を大

きい順に並べることができる．すると，すべての i > r >= rank(A)についてλi = 0と

なる．よって

A = U


√

λ1

. . .
√

λr

0 · · · 0




√
λ1 0

. . .
...

√
λr 0

U∗ (A.81)

となる．B∗ = [diag(
√

λi) 0]U∗とおけばよい． ■

一方，半正定行列Aの平方根は

A = A1/2A1/2 (A.82)

を満たす半正定行列A1/2 = (A1/2)∗ >= 0として定義される．式 (A.79)から分かるよ

うに，A1/2は

A1/2 = Udiag(
√

λ1 · · ·
√

λn)U∗ (A.83)

のように計算できる．

A.9 行列のノルムと特異値

A.9.1 行列ノルム

A = (aij) ∈ Cm×nとする．この行列によるベクトルの写像は図A.5のように図示

することができる．システムの立場から行列を増幅器，ベクトルを信号として捉えれ

ば，uは入力信号，Auは出力信号と見なせる．

† U∗U = UU∗ = Iを満たす行列．
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A uAu

図A.5 行列によるベクトルの写像

すると，行列のノルムは信号を増幅する倍数として考えることができる．よって，

行列のノルムは入出力ベクトルのノルムの比で定義できる．このように定義されるノ

ルムは誘導ノルム (induced norm)という．ただし，入出力ベクトルのノルムの比は

一定ではなく，入力ベクトルの方向によって変わるので，その比の上限を行列のノル

ムと考える．例えば，

‖A‖1 := sup
u 6=0

‖Au‖1

‖u‖1
(A.84)

‖A‖2 := sup
u 6=0

‖Au‖2

‖u‖2
(A.85)

‖A‖∞ := sup
u 6=0

‖Au‖∞
‖u‖∞

(A.86)

はすべて行列Aのノルムである．

また，幾何学の立場からは行列Aをベクトル空間Cnからベクトル空間Cmへの写

像とみなせる．行列の誘導ノルムはこの写像によるベクトルノルムの伸び率の上限を

表すことになる．

例A.10 行列A =

[
1 2

3 4

]
に入力ベクトルu1 = [1 0]T，u2 = [0 1]T，u3 =

[1 1]T /
√

2をかけると，それぞれ出力ベクトルy1 = [1 3]T，y2 = [2 4]T，y3 =

[3 7]T /
√

2を得る．すると，入出力２ノルムの比は
√

10, 2
√

5,
√

29となり，それぞ

れ異なることが分かる． 2

上記の行列ノルムは入力ベクトルuに依存せず，以下のように行列の要素だけによっ

て決まる．

‖A‖1 = max
1<=j<=n

m∑
i=1

|aij | (列の和) (A.87)

‖A‖2 =
√

λmax(A∗A) (A.88)

‖A‖∞ = max
1<=i<=m

n∑
j=1

|aij | (行の和) (A.89)

例A.11 例として１ノルムの公式を示そう．まずベクトル１ノルムの定義より

‖Au‖1 =

m∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

aijuj

∣∣∣∣∣ <=

m∑
i=1

n∑
j=1

|aij ||uj | =

n∑
j=1

(

m∑
i=1

|aij |)|uj |

<= max
1<=j<=n

m∑
i=1

|aij |
n∑

j=1

|uj | = max
1<=j<=n

m∑
i=1

|aij |‖u‖1

⇒ ‖Au‖1

‖u‖1

<= max
1<=j<=n

m∑
i=1

|aij |

が成り立つ．この不等式は任意のベクトルuについていえるので，左辺のノルム比の



234 A. 線形代数のまとめ

上限も同じ不等式を満たす．すなわち，‖A‖1 <= maxj

∑m

i=1
|aij |．次に，列の和の最

大値は j∗列目でとると仮定し，つまり
m∑

i=1

|aij∗ | = max
1<=j<=n

m∑
i=1

|aij |

とする．u∗ = ej∗(j∗番目の要素だけが１で，ほかはすべて零の列ベクトル)とすると，

‖u∗‖ = 1となり

‖Au∗‖1 =

m∑
i=1

|aij∗ | = max
1<=j<=n

m∑
i=1

|aij | = max
1<=j<=n

m∑
i=1

|aij |‖u∗‖1

⇒ ‖Au∗‖1

‖u∗‖1
= max

1<=j<=n

m∑
i=1

|aij | ⇒ ‖A‖1 >=
‖Au∗‖1

‖u∗‖1
= max

1<=j<=n

m∑
i=1

|aij |

が得られる．よって，式 (A.87)が成り立つ． 2

誘導ノルムの重要な性質として，次の劣乗法性質と呼ばれるものが成立する．

‖AB‖ <= ‖A‖‖B‖ (A.90)

これは次のようにして容易に分かる．

y = Av, v = Bu

とおくと
‖y‖
‖u‖ =

‖y‖
‖v‖

‖v‖
‖u‖

<= sup
‖y‖
‖v‖ sup

‖v‖
‖u‖ ⇒ sup

‖y‖
‖u‖

<= sup
‖y‖
‖v‖ sup

‖v‖
‖u‖

⇒ ‖AB‖ <= ‖A‖‖B‖

となる．

A.9.2 特 異 値

前項では行列のノルムを述べたが，それはあらゆる方向の入力ベクトルを増幅する

最大可能な倍数を表している．一方，ベクトルには方向性があり，方向が違うと，行

列によって増幅される度合も異なるはずである．しかし，行列のノルムではこのよう

なことを表現できない．また，正方行列の固有値の絶対値は対応する固有ベクトル方

向の増幅度合を表現しているが，正方でない行列に対して固有値は定義できない．そ

こで，任意次元の行列Aに対して，A∗Aが正方，かつ半正定であることに着目し，行

列の特異値 (singular value)という非負の実数値を導入する．行列A ∈ Cm×nの特異

値は次式で定義される．

σi(A) :=
√

λi(A∗A) (A.91)

ただし，λi(A
∗A)はA∗Aの i番目に大きい固有値を表し，σi(A)はAの i番目に大き

い特異値を表す．また，

A∗Avi = σ2
i vi (A.92)

を満たすベクトルvi 6= 0が存在し，(右)特異ベクトル (singular vector)と呼ばれる．

明らかに，‖Avi‖2/‖vi‖2 = σiが成り立つ．よって，ベクトルの２ノルムの意味におい

て，特異値はその対応する特異値ベクトル方向の入力ベクトルに対する増幅倍数を表し

ている．さらに，A∗Aがエルミート行列なので，その固有ベクトル集合{v1, . . . , vn}
は正規直交となるようにとれる (練習問題A.13)．
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なお，行列Aの最大特異値と最小特異値は添字max，minを用いてσmax(A)，σmin(A)

のように表現する．明らかに，σmax(A) = ‖A‖2が成り立つ．

A.10 ベクトルと行列の微積分

ベクトル関数や行列関数のスカラ変数 tに関する微積分は，要素ごとに微積分する

ように定義される．したがって，

ẋ(t) :=


ẋ1(t)

...

ẋn(t)

 , Ȧ(t) := [ȧij(t)] (A.93)

∫
A(t)dt :=

[∫
aij(t)dt

]
(A.94)

である．ただし，ȧ(t)は時間に関するa(t)微分を表す．さらに，スカラ関数積に関す

る微分や積分の公式はそのまま行列積にも適用できる．すなわち，
d

dt
(AB) =

dA

dt
B + A

dB

dt
(A.95)∫ b

a

dA

dt
Bdt = AB

∣∣∣b

a
−

∫ b

a

A
dB

dt
dt (A.96)

が成立する．逆行列の微分
dA−1

dt
= −A−1 dA

dt
A−1 (A.97)

は上述の性質を用いて導出できる．

また，列ベクトルx = [x1, . . . , xn]T に関するスカラ関数f(x)について，その変数

ベクトルに対する偏微分は以下のように定義される．
∂f

∂x
:=

[
∂f

∂x1

∂f

∂x2
· · · ∂f

∂xn

]
(A.98)

∂2f

∂x2
:=


∂2f

∂x2
1

· · · ∂2f
∂xn∂x1

...
...

∂2f
∂x1∂xn

· · · ∂2f

∂x2
n

 (A.99)

よって，b ∈ Rn，AT = A ∈ Rn×nに対して次式が成立する．
∂

∂x
(bT x) = bT ,

∂

∂x
(xT Ax) = 2xT A,

∂2

∂x2
(xT Ax) = 2A (A.100)

練 習 問 題

A.1 任意のB ∈ Rn×m，C ∈ Rm×nについて次式が成立することを示せ．

det(In + BC) = det(Im + CB)

特に，列ベクトル bと行ベクトル cに関してdet(I + bc) = 1 + cbが成り立つ．

A.2 命題

(a) x, y ∈ Rnならば，x + y ∈ Rnとなる．

(b) x ∈ Rnかつa ∈ Rならば，ax ∈ Rnとなる．

が次の命題と等価であることを示せ．
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任意のx, y ∈ Rnとa, b ∈ Rに対して，ax + by ∈ Rnが成り立つ．

A.3 行列A ∈ Fm×nの像 Im Aが値域Fm上の部分空間であり，零空間Ker Aが定

義域Fn上の部分空間であることを示せ．

A.4 ベクトルu = [x y z]T のユークリッドノルム

‖u‖ =
√

x2 + y2 + z2

がノルムの性質をすべて満たすことを確認せよ．

A.5 次の行列

A =

[
1 0 0

0 0 1

]
について，rank(A)および ImA = {y ∈ R2|y = Ax, x ∈ R3}とKerA =

{x ∈ R3|Ax = 0}の基底を求めよ．

A.6 線形代数方程式 2 −1

−3 3

−1 2

x = b, b =

 1

0

1


について，その解の存在性，一意性を吟味せよ．b = [1 1 1]T に変わったとき，

解は存在するか．

A.7 代数方程式 1 2 3 4

0 −1 −2 2

0 0 0 1

x =

 3

2

1


の一般解を求めよ．この解はいくつのパラメータをもつか．

A.8 方程式

x[n] = Anx[0] + An−1bu[0] + An−2bu[1] + · · · + Abu[n − 2] + bu[n − 1]

を考える．ただし，A ∈ Rn×n, b ∈ Rnで，共に既知である．任意のx[n], x[0]

に対してこの方程式が常に解u[0], . . . , u[n− 1]をもつために，(A, b)がどんな

条件を満たすべきか．

A.9 次の行列の固有値と固有ベクトルを計算せよ．

A =

[
0 1

3 −2

]
A.10 行列

A =

 1 1 0

0 0 1

0 0 1


について，その固有値と固有ベクトルを計算し，Jordan標準形へ変換せよ．ま

た，これに基づいてAk(kは自然数)を計算せよ．

A.11 行列Aの固有値がすべて異なるとし，λi, qiをAqi = λiqiを満たす固有値と右

固有ベクトルとする．



練 習 問 題 237

(a) Q = [q1 q2 · · · qn]とおいたとき，Qが正則となることを示せ．

(b) Qの逆行列を行ベクトルpiを用いて

P = Q−1 := [pT
1 pT

2 · · · pT
n ]T

のように分割したとする．piがAの左固有ベクトルとなること，すなわ

ちpiA = λipiを満たすことを証明せよ．

A.12 エルミート行列A ∈ Fn×nの固有値がすべて実数であることを示せ．

A.13 次の手順に従って，エルミート行列A ∈ Fn×nが必ずユニタリ行列U ∈ Fn×n

を用いて

A = Udiag(λ1 λ2 · · · λn)U∗

に変換できることを示せ．ただし，λi ∈ RはAの固有値を表す．

(a) Au1 = λ1u1を満たす固有ベクトルu1 ∈ Fnはu∗
1u1 = 1のように規格化

できる．このとき，U1 = [u1 V1]をユニタリにする行列V1 ∈ Fn×(n−1)

が存在する．この変換行列を使ってAを

AU1 = U1

[
λ1 0

0 A2

]
, A∗

2 = A2

に変換できることを示せ．(定理A.10の証明を参照)

(b) A2に対して同様な変換を繰り返すことによって結果を示せ．

A.14 定理A.9に基づいて, 零ベクトルでない部分空間SがA不変部分空間であれば,

必ずある非零のx ∈ Sとλが存在してAx = λxを満たすこと (すなわち，固有

ベクトルを必ず含む)を示せ．

A.15 行列Aがエルミートである場合，その固有値と特異値の間にどのような関係が

あるかについて吟味せよ．

A.16 行列A(t) ∈ Rn×nについて，恒等式A−1A = Iを用いて式 (A.97)を示せ．

A.17 行列微分公式 (A.100)を確認せよ．
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練習問題解答

【1章】

1.1 x = [y i]T とおくと，y = [1 0]xで ẋ =
[

0 1/C
−1/L −R/L

]
x +

[
0

1/L

]
u．

1.2 ẏ = −u/RC ⇒ y(t) = y(0) −
∫ t

0
u(τ)dτ/RC．

1.3 運動方程式 ÿ1 = −K1
M1

y1 + K1
M1

y2 − D
M1

ẏ1 + D
M1

ẏ2 + 1
M1

u, ÿ2 = K1
M2

y1 −
K1+K2

M2
y2 + D

M2
ẏ1 − D

M2
ẏ2よりx = [y1 y2 ẏ1 ẏ2]

T とおけば状態方程式が求

まる．

1.4 重心の上下運動の方程式：mḧ = f2 − f1 = k2θ − k1u．重心周りの回転運動

の方程式：Jθ̈ = (l1 + l2)f1 − l1f2 − bθ̇ = (l1 + l2)k1u − l1k2θ − bθ̇．状態を

x = [h θ ḣ θ̇]T とおけば状態方程式が求まる．さらに，θ̈ ≈ 0のもとで運動方

程式をLaplace変換すると ĥ(s)/û(s) = (k1k1l2 − bk1s)/ms2(bs + k2l1)．

1.5 ẋ1 = x2, ẋ2 = −g + k−x2
x3

u, ẋ3 = u．

1.6 振子の慣性モーメントはml2である．運動方程式：ml2θ̈1 = ( 2
3
l)2k(sin θ2 −

sin θ1) cos θ1−mgl sin θ1, ml2θ̈2 = −( 2
3
l)2k(sin θ2−sin θ1) cos θ2−mgl sin θ2．

1.7 (a)運動方程式：mẍ = k i2

x2 − mg．(b)ẋ0 = 0で i0 =
√

mg
k

x0の関係が成

り立つ．これは変位x0を長くするとき，必要な電流が比例して増加すること

を意味する．平衡点からのずれを∆x = x − x0, ∆i = i − i0とおき，状態を

x = [∆x ∆ẋ]T，入力をu = ∆iとおけば ẋ =
[

0 1

− 2g
x0

0

]
x+

[
0

2
√

gk/m

x0

]
u．

1.8 板bの運動方程式：Mẍ = f − Kx − Dẋ − fe = f − Kx − Dẋ − εA
2

e2

x2．

回路方程式：v = Ri + L di
dt

+ e, i = q̇ = εA d
dt

( e
x
) = εA ėx−eẋ

x2 ．f0 = 0の

ときの平衡点：i0 = 0, e0 = v, x0 = −( εA
2K

v2)1/3, ẋ0 = 0．線形近似方程式：

M∆ẍ = f−3K∆x−D∆ẋ− εAv
x2
0

∆ė，L di
dt

= −Ri−∆e，∆ė = v
x0

∆ẋ+ x0
εA

i．

状態をx = [∆x ∆ẋ i ∆e]T とおけば状態方程式を書ける．

【2章】

2.1 x(t) = [sin t cos t]T , t >= 0

2.2 y(t) = − 1
2

+ 1
2
e−t cos t + 7

2
e−t sin t．伝達関数で計算した方が簡単．

2.3 (a)伝達関数はG(s) = s
s2+2

で極がp1, p2 = ±
√

2である．単位インパルス応

答はg(t) = cos
√

2t (t >= 0)で単調振動する．(b)可制御かつ可観測．

2.4 (a)x(t) =
[

−1 + et/2 + e−t/2

et/2 − e−t/2

]
(t >= 0), y(t) = x1(t)+x2(t) = −1+et (t >=

0)．yにe−tの項を含まない．(b)可制御，不可観測．y(t)の応答から極−1が

不可観測であると推測できる．(c)G(s) = s+1
s2−1

= 1
s−1
で極−1がなくなって

いる．

2.5 (a) eAt =
[

1 1 − e−t

0 e−t

]
．(b)y(t) = 1 − 1

2
(e−t + cos t + sin t), t >= 0．(c)

可制御かつ可観測．
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?? (a)可制御行列と可観測行列のランクを計算することで示せる．(b)ブロック線

図は展開式 ẋ1 = x1 + u, ẋ2 = x2 + u; y = x1に基づいて書ける．状態x1と

x2の動特性が同じであるからその差は入力で制御できない．また，x2は出力

に到達しないし，ẋ1にも影響しないから観測できない．

2.6 対角変換行列と変換後の係数行列は以下のようになる．

T =
[

1 1
1 −1

]
, T−1AT = diag(1, −1), T−1B =

1

2

[
1
−1

]
, CT = [0 2]

新しい状態を z = T−1xとすると，ż1 = z1 + 1
2
u, ż2 = −z2 − 1

2
u, y = z2．

状態z1とz2は入力によって制御され，しかも動特性が異なるため制御できる．

しかし，z1は出力に到達しないし，ż2にも影響しないから観測できない．

2.7 (a)並列結合．(b)ẋ =
[

a 0
0 a

]
x +

[
1
1

]
u, y = [1 2]x．(c)不可制御か

つ不可観測である．(d)理由は同様な動特性が並列結合しているから．

2.8 (a)u = u2, y = y1．全体の状態を [xT
1 xT

2 ]T とおくとその実現の係数行列は

問題2.9と同じになる．rank[A + I B] = 2 < 3だから不可制御．(b)u =

u1, y = y2．全体の実現の係数行列は問題2.10と同じになる (x = [xT
1 xT

2 ]T )．

rank
[

A + I
C

]
= 2 < 3だから不可観測．(c)G1(s) = 1

s+1
, G2(s) = s+1

(s+2)2
，

両者を直列結合させると s = −1で極零相殺が起きる．相殺された極は (a)の

場合不可観測，(b)の場合不可制御となる．

2.9 (a)可観測，不可制御．(b) det
[

A − zI b
c 0

]
= −(z + 1) = 0よりz = −1．

左零点方向 [ηT v]T = [1 − 1 0 0]T．左零点出力方向はv = 0であり，こ

のときη∗[A− zI b] = 0が成り立つので，不変零点z = −1が不可制御モード

に一致する．

2.10 (a)可制御，不可観測．(b) det
[

A − zI b
c 0

]
= −(z + 1) = 0よりz = −1．

右零点方向 [ξT u]T = [1 1 − 1 0]T．右零点出力方向はu = 0であり，こ

のとき
[

A − zI
c

]
ξ = 0が成り立つので，不変零点z = −1が不可観測モード

に一致する．

2.11 条件よりAqi = λiqi (i = 1, . . . , n)が成立．そしてT = [q1 · · · qn] ⇒ T−1 =

[pT
1 · · · pT

n ]T．これらを行列形式に書き直すとAT = Tdiag(λ1, · · · , λn)．す

ると，

T−1AT =

[
λ1

. . .

λn

]
, T−1B =

[
p1B

.

.

.
pnB

]
, CT = [Cq1 · · · Cqn]

よりC(sI − A)−1B = CT−1(sI − TAT−1)−1TB =
∑n

i=1
CqipiB

s−λi
が成立．

可制御条件の証明は [T−1AT − sI T−1B]のランクを調べることで行える．

s = λ1の場合

[T−1AT − λ1I T−1B] =

 0 p1B
λ2 − λ1 p2B

. . .
.
.
.

λn − λ1 pnB


λi 6= λjよりp1B 6= 0が上式のすべての行が線形独立となるための必要十分条

件である．ほか同様．可観測条件の証明も同様である．
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2.12 可制御性は rank
[

A − sI 0 B
C −sI 0

]
= rank

[
A − sI B 0

C 0 −sI

]
の値で

決まる．s = 0のときその値は
[

A B
C 0

]
のランクに等しく，この行列が行フ

ルランクである必要がある．s 6= 0のとき (A, B)の可制御性より

rank
[

A − sI B 0
C 0 −sI

]
= rank[A − sI B] + rank(−sI) = 2n

となり，行フルランク．よって，
[

A B
C 0

]
が行フルランクであれば十分である．

【3章】

3.1 (a)y(t) = 1
ω

sin(ωt) (t >= 0)．(b)y(t) = 1
2
t sin(ωt) (t >= 0)．入力が有界であ

るにも拘らず，(b)の場合出力が発散する．理由はG(s)が虚軸上に極をもつか

らである．

3.2 (a)特性多項式p(s) = s3 + (a + b1)s
2 + (b0 − b1 − 4)s − (b0 + 4a)を指定さ

れた多項式に一致させるには{
a + b1 = λ2

b0 − b1 − 4 = λ1
−(b0 + 4a) = λ0

⇒
[

1 0 1
0 1 −1
4 1 0

][
a
b0
b1

]
=

[
λ2

λ1 + 4
−λ0

]
が解をもつ必要がある．この線形方程式の係数行列が正則なので，一意解をもつ．

(b)与えられた極に対応する特性多項式はp(s) = s3 + 4s2 + 6s + 4である．こ

れを上の方程式に代入して解を求めるとa = −6, b0 = 20, b1 = 10．(c) r 7→ y

の伝達関数をHyr(s)とすると，最終値の定理よりy(∞) = Hyr(0)．k = 1の

とき，y(∞) = −5 6= 1で目標値追従ができていない．(d)y(∞) = −5k × rで

ある．これを rに一致させるにはk = −1/5とおけばよい．

3.3 s = 2で不安定極零相殺が起きるため，内部安定化不可能．

3.4 不可制御モード/不可観測モードは安定なλ = −1なので，問題2.9のシステム

は可安定かつ可観測で，問題2.10のシステムは可制御かつ可検出である．

3.5 (a)K > 1/3．(b)K > 2．

3.6 特性多項式は (s+2)(s−1)で不安定固有値p = 1をもつ．よって不安定である．

3.7 閉ループ系の特性多項式：p(s) = s2 + (K − p)s + K，安定範囲：K > b．

3.8 閉ループ系の特性多項式：p(s) = M(s2 + 4
M

s + 4
M

)，安定条件：∆ > −1．

3.9
∫ ∞
0

yT (t)y(t)dt =
∫ ∞
0

xT (t)CT Cx(t)dt = −
∫ ∞
0

xT (t)(AT X + XA)x(t) =

−
∫ ∞
0

(ẋT (t)Xx(t)+ xT (t)Xẋ(t))dt = −
∫ ∞
0

d(xT Xx)
dt

dt = xT (0)Xx(0)

(x(∞) = 0より)

【4章】

4.1 (a)Routh-Hurwitz安定判別法より安定条件：−4 < k < 0．(b)最終値定理を

用いると ŷ(s) = P
1+PK

d̂(s) = 2
p(s)

⇒ y(∞) = lims→0 sŷ(s) = 0．(c)同様に

ê(s) = 1
1+PK

r̂(s) = 2(s+1)
p(s)

⇒ e(∞) = 0 ⇒ limt→∞ y(t) = r(t) = sin 2t．

制御器Kに内部モデルがあるため，漸近追従と外乱除去両方ができる．

4.2 (a)安定条件k > 0．(b)e(∞) = 0．(c)y(∞) = 1
k
6= 0．ループゲインL = PK

に積分器があるためステップ信号に漸近追従できる．一方，制御器Kに積分器

がないためステップ外乱を完全に除去できない．
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4.3 (a)安定条件k > 0．(b)e(∞) = 0．(c)y(∞) = 0，制御器Kに積分器がある

ためステップ信号に漸近追従できるし，ステップ外乱を完全に除去できる．

4.4 (a)安定範囲k > 0．(b)e(∞) = − 1
k
より |e(∞)| = 1

k
< 0.05 ⇒ k > 20．

4.5 システムの伝達関数を実験的に求める方法：(1)周波数集合{ω1, ω2, . . . , ωN}
を用意．(2)正弦波入力ui(t) = cos ωitを印加し，定常出力を測定：yi(t) =

Ai cos(ωit+φi) ⇒ |G(jωi)| = Ai, 6 G(jωi) = φi．(3){|G(jωi)|, 6 G(jωi)}
に合わせるように有理関数G(s)を求める．

4.6 標準的な古典制御の教科書を参照

4.7 単位ステップ目標値に関する追従誤差は ê(s) = 1
1+L

1
s
であり，Lの正の実極

をpとすると ê(p) = 0 =
∫ ∞
0

e(t)e−ptdtが成立．十分に小さい t > 0について

e(t)e−pt > 0なので，e(t)e−pt < 0 ⇒ e(t) < 0を満たす時間帯が必ず存在．

つまり，行き過ぎが起きる．

4.8 正の実零点をもつと必ず逆振れが生じる．一方，奇数個の正の実零点をもつ場

合必ずA型の逆振れとなるから，正の実零点が偶数個の場合逆振れはB型と

なる．

4.9 省略

4.10 (a)g(t) = e−t−e−5t (t >= 0)より‖g‖1 =
∫ ∞
0

|g(t)|dt = 4
5
, ‖g‖2

2 =
∫ ∞
0

g2(t)dt

= 4
15

⇒ ‖g‖2 = 2√
15
．一方，最大値は停留点 ġ(t) = 0でとることから

ġ(t∗) = 0 ⇒ e−t∗ = 5−1/4 ⇒ ‖g‖∞ = |g(t∗)| = 4
5
5−1/4．(b)G(s)が低域通

過特性をもつから‖G‖∞ = |G(j0)| = 4．他方，‖G‖2 = ‖g‖2 = 2√
15

, ‖G‖1 =

‖g‖1 = 4
5
．

【5章】

5.1 状態フィードバックゲインf = −[9 3]．

5.2 (a)状態フィードバックゲインf = −[0 3]．(b)設計した入力はu = fx =

−3 × [0 1]x = −3yなので，出力フィードバックで実現できる．

5.3 (a)制御対象の極はp1 = p2 = 2, p3 = −1である．rank[A−p3I b] = 2 < 3よ

り極p3が不可制御であり，フィードバックで移動できない．一方，指定された閉

ループ極にp3 = −1を含まない．よって，設定できない．(b)指定した閉ループ

極に不可制御極−1が含まれるので，設定できる．f = −[6 6 0]．(c)この場合，

制御対象は可制御なので閉ループ極を任意に設定できる．f = − 1
9
[120 62 1]．

5.4 (a)極λ = 5,−1より不安定．(b)可制御かつ可観測．(c)状態フィードバック

ゲインf = [11 − 7]．(d)オブザーバゲイン l = [−11 29]T．

5.5 u = ky = kcxを ẋ = Ax + buに代入すると ẋ = (A + kbc)x．本システムにお

いて |sI − (A + kbc)| = s2 − ks − (k + 1) ⇒ k < −1ならば安定．

5.6 (a)状態フィードバックゲインf = −[2 3]．(b)オブザーバゲイン l = −[9 20]T．

5.7 (a)状態方程式を展開すると，ẋ12 =
[

2 1
0 2

]
x12 +

[
0
1

]
u，ẋ3 = −x3, y =

x3と書ける．yにx12の情報を一切もたないからオブザーバは設計できない．

(b)オブザーバゲインは l = −[34/3 34 2/3]T である．
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5.8 (a)y(t) ≡ 0 ⇔ 0 ≡ ŷ(s) = C(sI − A − BF )−1Dû(s) ⇔ C(sI − A −
BF )−1D ≡ 0．本式を展開すると，C(sI −A−BF )−1D = CD/s + C(A +

BF )D/s2 + C(A + BF )2D/s3 + · · · ≡ 0 ⇔ C(A + BF )kD = 0 (∀k =

0, 1, 2 . . .)．Cayley-Hamiltonの定理を使えば結論を得る．次数差が rの１入

出力系では cb = cAb = · · · = cAr−2b = 0, cAr−1b 6= 0が成立．すると，cd =

0, 0 = c(A + bf)d = cAd, 0 = c(A + bf)2d = cA(A + bf)d = cA2d, . . . , 0 =

c(A+bf)r−1d = cAr−2(A+bf)d = cAr−1dが成立たなければならない．これ

が成り立つとき，f = −(cAr−1b)−1cAr ⇒ c(A + bf)r = 0 ⇒ c(A + bf)k =

0 (∀k > r)，よって外乱遮断の条件が成立．

5.9 CS−1 = [I 0]に注目し，定理2.2(3)を使えば分かる．

【6章】

6.1 e(∞) = 0 ⇔ Q(0) = 1/P (0) = 2でなければならない．Q(s) = 2 ⇒ K(s) =

2(s + 2)/s，またはQ(s) = P−1(s)/(εs + 1) ⇒ K(s) = (s + 2)/εs．

6.2 e(∞) = lim
s→0

sê(s) = lim
s→0

(1 − PQ)

s
= − lim

s→0

d

ds
(PQ) = − lim

s→0

ε

(εs + 1)2

= −εであり (ド・ロピタルの法則)，|e(∞)| <= 0.05 ⇒ ε <= 0.05．よって，

K(s) = 20(s + 2)/s．

6.3 e(∞) = 0 ⇔ ê(s) = (1 − PQ)/s2 = s2+(3−a)s+(2−b)

s2(s+1)(s+2)
が安定⇔ 3 − a =

2 − b = 0よりa = 3, b = 2．すると，K(s) = (3s + 2)(s + 2)/s2．

6.4 (a)省略．(b)ê(s) = (1−PQ)/s．(c)e(∞) = 0 ⇔ ê(s) = (as+b−1)/s(as+b)

が安定⇔ b = 1．(d)e(t) = e−t/a (∀t >= 0)なので，‖e‖2
2 =

∫ ∞
0

e−2t/a =

a/2 <= 0.12 ⇒ 0 < a <= 0.02．(e)a = 0.02のとき制御器はK(s) = 10(s+5)/s

となる．

6.5 (a)ブロック線図を (P, K)で構成される単位フィードバック系に書き換えると

K = Q/(1− P0Q) = Q/(1− PQ)となり安定化制御器となるため，閉ループ

系が安定．(b)ê(s) = (1−PQ)r̂(s) → 0のためにPQ → 1となる必要がある．

P の次数差 r > 0を考えるとPQ = 1/(εs + 1)r ⇒ Q = P−1/(εs + 1)rのみ

が実現可能．ε ¿ 1とすれば帯域0 < ω < 1/εにわたって追従性能が向上する．

(c)P とP0が並列しているため，共通の不安定極をもつと不可制御モードとな

り安定化できない．

6.6 (a)y(∞) = 0 ⇔ ŷ(s) = P/(1+PK)d̂ = P (1−Pq)/sが安定⇒ 1−P (0)q =

0 ⇒ q = 1/P (0)でなければならない．(b)q = 2 ⇒ K(s) = 2(s + 2)/s．

6.7 Hyw = P
(1+PK)

1
s

= P (1−PQ) 1
s
が安定⇒ Q(0) = 1/P (0) ⇒ b = 1．よって

Hyw = a/(s + 1)(as + 1)．低域通過なので‖Hyw‖∞ = |Hyw(j0)| = a < 1．

条件：a < 1, b = 1．

6.8 D−1 = (A, B2,−F, I), D̃−1 = (A, L,−C2, I)より

ND−1 =

[
A + B2F −B2F B2

0 A B2
C2 0 0

]
, D̃−1Ñ =

[
A LC2 0
0 A + LC2 B2

−C2 C2 0

]
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I I
0 I

]
で相似変換すると，A + B2F が不可制御，A + LC2が不可観測で

あることが分かる．これらを消去すると結果が得られる．D−1と D̃−1の式か

らD(s), D̃(s)の零点がG22(s)の極に一致する．また，N(s), Ñ(s)の零点が

G22(s)の零点に一致することは
[

A + B2F − sI B2
C2 0

]
=

[
A − sI B2

C2 0

]
×[

I F
0 I

]
,
[

A + LC2 − sI B2
C2 0

]
=

[
I L
0 I

] [
A − sI B2

C2 0

]
より分かる．

【7章】

7.1 A(s) = s2−5s+6
s2+5s+6

, Gm(s) = s(s2+5s+6)

(s+5)2(s2+2s+5)

7.2 条件 (1)：積分の線形性より示せる．条件 (2)：f̂∗(jω)ĝ(jω) = ĝ∗(jω)f̂(jω)よ

り．条件 (3)：〈f̂ , f̂〉 = 1
2π

∫ ∞
−∞ ‖f(jω)‖2dω = 0 ⇔ f(jω) ≡ 0 ⇔ f(s) = 0．

7.3 命題 (1)，(2)は明らか．命題 (3)：(H∗f̂)∗ĝ = f̂∗(Hĝ)より．命題 (4)：虚軸上で

A∗A = |A|2 = 1なので，‖Af̂‖2 = 〈Af̂, Af̂〉 = 〈A∗Af̂, f̂〉 = 〈f̂ , f̂〉 = ‖f̂‖2．

7.4 〈 1
λ−s

, 1
η−s

〉 = 1
2π

∫ ∞
−∞

dω

(λ+jω)(η−jω)
= 1

2πj

∮
ds

(λ+s)(η−s)
= Res

s=−λ

1

(λ+s)(η−s)
=

1

η+λ

7.5 c(sI − A − bf)−1b = c(sI − A)−1b × [1 − f(sI − A)−1b]−1で，[1 − f(sI −
A)−1b]−1の次数差が零だから．

7.6 ‖G‖2 = 1
2

√
7
11

7.7 P (s) = (1, 1, 1, 0)よりG22 = −P = (1, 1,−1, 0)．f = −2, l = 2と選べば

Af = Al = −1．すると
[

D −Y
N −X

]
=

[
s−1
s+1

4
s+1

− 1
s+1

s+3
s+1

]
となる．また，プラ

ントに不安定零点がないので，準最適な自由パラメータはQ(s, ε) = N−1X/(1+

εs) = (s+3)/(1+εs)で与えられる．よってK(s) = (Y −NQ)(X−DQ)−1 =
4(1+εs)
εs(s+3)

+ s−1
εs
．

【8章】

8.1 リヤプノフ関数V (x) = 1
2
xT Pxを解軌道に沿って微分し，条件 (8.58)を用い

ると V̇ <= − 1
2
{xT Qx− |f(x)|2}となる．したがって，定理9.2より漸近安定で

ある．

8.2 運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの和V (θ, θ̇) = 1
2
θ̇M(θ)θ+P (θ) > 0

を考える．Lagrange方程式において τ = 0とし，特性 (a), (b)に注意してV を

微分すると V̇ <= 0(∀θ, θ̇)が得られる．よって，系は安定である．

8.3 (xe1, 0, xe3)がu = u0に対して平衡点となるには，bxe3 sin xe1 = p, c2xe3 −
c1 cos xe1 = u0を満たす必要がある．任意の0 < xe1 < π

2
に対してxe3 =

p
sin xe1

が上式を満たす．よって，入力をu0 = c2xe3 − c1 cos xe1とおけばよい．

さらに，u = u0としてV の微分を求めると，

V̇ = −dx2
2 − bc1(cos x1 − cos xe1)

2 − bc2
2

c1
(x3 − xe3)

2

が得られる．すなわち，x̃1 = x1 − xe1, x̃2 = x2, x̃3 = x3 − xe3とおくと，

u = c2xe3 − c1 cos xe1としたときの閉ループ系は
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˙̃x1 = x̃2

˙̃x2 = −dx̃2 − b(x̃3 + xe3) sin(x̃1 + xe1) + p

˙̃x3 = c1 cos(x̃1 + xe1) − c2(x̃3 + xe3) + c2xe3 − c1 cos xe1

となる．このとき，解軌道に沿って次式が成り立つ．

V̇ = −dx̃2
2 − bc1(cos(x̃1 + xe1) − cos xe1)

2 − bc2
2

c1
x̃2

3

故に，定理9.2によって (x̃1, x̃2, x̃3) = (0, 0, 0)における漸近安定性が示される．

【9章】

9.1 定義に沿って計算すればよい．

9.2 まず，Lgh(x) = 0のときLadf gh(x) = −LgLfh(x)が容易に示されるので，

LgLfh(x) = 0とLadf gh(x) = 0は等価である．次にLgh(x) = LgLfh(x) =

0のとき，Lad2
f

gh(x) = −LgL2
fh(x)が示されるので，Lad2fgh(x) = 0と

LgL2
fh(x) = 0が等価である．このように繰り返し計算することによって示

される．

9.3 (a)定義に従って計算してもよいが，ここでは直接出力の微分を計算すること

によって調べる．ẏ = ρx1x3 − dx3, ÿ = ρx3u − aρx1x3 + (ρx1 − d)2x3より

x3 6= 0の領域でこの系は相対次数2をもつ．(b)z = x2とすると，座標変換

z = x2, y1 = x3, y2 = ρx1x3 − dx3はx3 6= 0の領域において微分同相である．

よって，正準形は ż = −bz−c(y2+dy1), ẏ1 = y2, ẏ2 =
y2
2

y1
−2a(y2+dy1)+ρy1u

で与えられる．(c)正準形から明らかに，x3 = y1 6= 0の領域において，状態フ

ィードバックu = 1
ρy1

v− y2
2

ρy2
1
+ 2a(y2+dy1)

ρy1
によって，ż = −bz−c(y2+dy1), ẏ1 =

y2, ẏ2 = v, y = y1のように入力ー出力線形化が求まる．さらに，y = 0(∀t >= 0)

のとき，ゼロダイナミックスは ż = −bzとなる．b > 0なので,ゼロダイナミッ

クスは漸近安定であり，この系はゼロ状態可検出である．

【付録A】

A.1 det
[

In B
−C Im

]
= det(Im) det(In + B · I−1

m · C) = det(In) det(Im + C ·

I−1
n · B)より導かれる．cbがスカラになるからdet(1 + cb) = 1 + cb．

A.2 x, y ∈ Rnでa, b ∈ Rならば，(b)よりax, by ∈ Rn．すると，(a)よりax+by ∈
Rnも成立．逆に，任意のx, y ∈ Rnとa, b ∈ Rに対しax + by ∈ Rnである

ならば，a = b = 1とおくと (a)が，b = 0とすれば (b)が成り立つ．

A.3 定義よりy1, y2 ∈ ImAのとき，∃x1, x2 ∈ Fn ⇒ y1 = Ax1, y2 = Ax2．

α, β ∈ Fに対してαx1 + βx2 ∈ Fnであるのでαy1 + βy2 = αAx1 + βAx2 =

A(αx1 + βx2) ∈ ImA．つまり ImA ⊂ Fmが部分空間である．

同様に，x1, x2 ∈ KerA ⇒ Ax1 = Ax2 = 0 ⇒ A(αx1 + βx2) = αAx1 +

βAx2 = 0 ⇒ αx1 + βx2 ∈ KerAよりKerA ⊂ Fnも部分空間である．

A.4 条件 (1)-(3)は明らか．条件 (4)を示すとき，Cauchy-Schwarzの不等式x1x2+

y1y2 + z1z2 <=
√

x2
1 + y2

1 + z2
1

√
x2

2 + y2
2 + z2

2を用いればよい．

A.5 rankA = 2，ImAの基底は [1 0]T , [0 1]T，KerAの基底は [0 1 0]T である．
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A.6 b ∈ ImAなので方程式が一意解をもつ．b = [1 1 1]T に変ったとき，rank[A b] =

3 >rank(A) = 2となるので方程式は解をもたない．

A.7 x = [x3 − 1 − 2x3 x3 1]T でx3が任意．すなわち一つのパラメータをもつ．

A.8 rank [b Ab · · · An−1b] = nが必要十分条件である．方程式を未知数ベクト

ルについてまとめれば分かる．

A.9 固有値は−3, 1，固有ベクトルはそれぞれ [1 − 3]T , [1 1]T である．

A.10 固有値はλ1 = λ2 = 1, λ3 = 0である．固有ベクトルはu1 = [1 0 0]T , u3 =

[1 − 1 0]T，一般化固有ベクトルはu2 = [0 1 1]T である．T = [u1 u2 u3] ⇒
T−1AT =

[
J1 0
0 0

]
, J1 =

[
1 1
0 1

]
．diag(Jk

1 , 0) = (T−1AT )k = T−1AkT

を利用して計算すると

Jk
1 =

[
1 k

0 1

]
⇒ Ak = T · diag(Jk

1 , 0) · T−1 =

 1 1 k − 1

0 0 1

0 0 1


A.11 (a)定理A.6(3)より q1, . . . , qnが線形独立，故にQが正則．(b)AQ = Q

diag(λ1, · · · , λn) ⇒ PA = diag(λ1, · · · , λn)P ⇒ piA = λipi．

A.12 Ax = λx ⇒ x∗A∗ = x∗A = λx∗よりx∗Ax = λx∗x = λx∗x ⇒ λ = λが成

り立ち，λ ∈ Rとなる．

A.13 (a)Au1 = λ1u1よりAU1 = U1

[
λ1 A12
0 A2

]
⇒ U∗

1 AU1 =
[

λ1 A12
0 A2

]
が

エルミート．よってA12 = 0, A∗
2 = A2．(b)以下同文．

A.14 定理A.9(1)よりAT1 = A11T1を満たすA1, T1がある．λをA11の固有値，u 6=
0をその固有ベクトルとするとA11u = λu ⇒ AT1u = λT1uが成立．T1が列

フルランクなので，x = T1u 6= 0 ∈ SがAの固有ベクトルとなる．

A.15 問題A.12よりAxi = λixiにおいて固有値λiが実数である．するとA∗Axi =

λA∗xi = λiAxi = λ2
i xiより特異値σiがσi = |λi|の関係を満たす．

A.16 A−1(t)A(t) = Iの両辺を微分し整理すればよい．

A.17 各スカラ関数を展開してから定義に従って計算すればよい．
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